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Algebra A: Szamolas

Osszeadas — kivonas

1/1)

1/2)

Osszeadds

Természetes szamok: 0,1,2,3,... Egész szamok: 0; 1; -1; 2; —

ird le az elsd 6t 0-ra végz3dd természetes szamot:
ird le a harom legnagyobb nem természetes egészet:
Tablazatban

Toltsuk ki a tablazatokat — soronként: 1. sor, maj

Téltsd ki a tablazatot. Igy kezd8dik: 5+8 6 iblizatot. Igy kezd6dik: 5+5

+ 8 27 41 63 79 96

5

17

43

76

89

97

Igy kezdddik: 159+27 y kezd8dik: 75+135

135 | 268 | 309 | 458 | 539 | 778

256

289

348

ajd a megdlloban nyolcan leszdllnak, akkor a kévetkezé

Ha a buszon éten
illé kell felszdllni, hogy senki se legyen a buszon?

meg n hdny e
arrogton tudod, hogy mi lesz a végeredmény eléjele...

n a kisebbdl a nagyobbat vonjuk ki, akkor a kdvetkez6képpen jarunk
el: a nagyobbd njuk a kisebbet, majd kirakjuk a megfelel6 el6jelet.

pl: 23-55 elyett a kovetkez6t végezzik el: 55-23 = 32, igy 23-55 =-32

Ha nagyobbat vonunk ki, rogtén mondjuk ,,minusz” és ,harminckett6”

80-27 = 45-59 = 0-35= 18-74 =
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Egy kis elmélet:
Melyik az a szam, amit 36-hoz kell adni, hogy 70-et kapjunk?

Melyik az a szam, amelyet 30-hoz kell adni, hogy 78-at kapjuk.

Fejben: mennyi 78-307

»A 78-30 az a szam, amit 30-hoz kell adni, hogy 78-at kapjunk, vagyis a 4

Fejben: mennyi 40-247
,40-24 az a szam, amit 24-hez kell adni, hogy 40 legye
Ha fejben szdmolunk, akkor valéjaban igy gondolkod
hogy mennyit kell a 24-hez adni, hogy 40 legyen...

t megvizsgaljuk agy,

Szamold ki fejben a kovetkez6ket:

78-37 = 100-80 = 43-27 =
Monddka: 12-7 az a szam, melyet a Z- kell adni, hw 12 legyen, ez pedig az 5.
»aminusz bé az a szdm, a : gy at kapjunk”
a—b=c, mertb
Mondjuk el a monddkat a 15-9 is le
Szdmegyenes hasznalata
Nagyon lényeges, 2 en el tudjuk képzelni az egészet:

-4 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

A —5-t6l 8-at Iéplink jobbra.
A —5-t6l 8-at Iéplink

=13 -12 -1 9—8—7-6-5-4-3—2—1%12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

4-13 =

-16 -15 =14 =13 -12-11-10 -9 -8 -7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 é 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

—749 = ~7-9=



I/4) Tablazatban

1/5)

Igy kezdédik: 41-0

Igy kezdédik: 138-2

= 0 6 42 63 74

112

- 2 13 44 66 | 105

143

41

55

66

37

18

29

Végezzik el a kovetkez6 0sszeadasokat:

—42+81 =81-42 =39 mivel: 42<81

-42+42 =0
—42+29 =29-42 =—(42-29) =-13
VAGYIS a ,nagyobb” szambdl
abszolutértéke nagyobb! <?! ab
Egy nemnegativ szdm abszolu

|27| =27

|x]=2 x=?

Igy: -10+219

17

es mindig

’onni a ,kisebbet”! (Amelyik
iis?>).

mivel:

egativé a —1-szerese:

=0 |-1] = 1

x+|x|=0 Milyen szam az x?

Igy: -74+329

+ | 229 | 107 | 86 65 24

-74

-115

-182

-211

-250

-353

— ,addssdgot kapsz”

5+(-6) =
13+(-22) =13-22=-9

8+(—14) =
15+(-28) =

dadasa szamhoz, illetve kivonasa szambol

—17+(-9) =-17-9 =26
~13+(—22) = -13-22 = -35

—27+(-16) =
-17+(-35) =

11
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1/6) Tablazatb

Hogy érdemes elképzelni?
A negativ szam: ,tartozds”. 8+(—14): Kezdetben volt 8 aranyunk, és kaptunk 14
arany tartozast... [gy hat arannyal fogunk tartozni, vagyis amink marad: —6.

»,Ha negativ szamot adunk valamihez, akkor az ellentettjét vonjuk ki.”
Egy szam ellentettje a szdm —1-szerese

5 ellentettje =5 -8 ellentettje 8

6 < -13,4 &

Egy pozitiv szam kivonasat ugy is érthetjlik, hogy az ,ellentettjének” a h

ha vesznek el t6llink aranyat, az olyan, mintha tartoza

23-56 = 23+(-56)

0 ellentettje O

dasa (vagyis

Negativ szam kivonasa
5—(—6) = 5+6 = 11
—5—(—6) =—5+6 =1
—12—(-25) = —12+25 = 13

Hogy érdemes elképzelni?
A negativ szam: ,tartozas” elvétele. A—6 az hat aran tozast jelent. Ha , elveszik”
a tartozast, az azt jelenti, hogy kaptunk hat aranyat.
Vagyis 5—(—6) = 5+6 = 11.

Ellentett: egy szam ellentettje 5 -7
Negativ szambdl negativ szam
Ha negativ szamot vonunk ki val 5 lentettjét adjuk hozzd.

5—(—6) = -16-(-9) =
22-(-13) = -11-(-15) =
Osszefoglalas:
53+78 = 53+29 =
53-78 = 53-29 =
—-53+78 = -53+29 =
-53-29=
-53—(-29)=

; szoktuk... Ahogy szoktuk...

44 | -60 86 - | -12 26 | -37 44 | -60 86

45

-37

55

-67 -67

72 72

-85 -85




I/7) Egy kis gyakorlas, amilyen formaban taldlkozni szoktunk ezekkel a m(iveletekkel
Van egy formai hiba a tabldzatban — taldld meg, javitsd!

ird be a végeredményt!

3+8 = ] 3-8=
-3+(-8) = -3—(-8) =
2-10= -2-10=
-2+(-10) = -14-19 =
21-29 = -32+(-13) =
7-25= -7-25=
8—(-25) = 12+(-9) =
-8-73 = —-83+1 =
-23—(-30) = 0-36 =
45-48 = -20-10=

I/8) Nagyobb szamok 6sszeadasa, kivonasa

. Szorzas

11/1) Hogy is szorzunk fejben?
Szorozzuk 6ssze a két sz

Otlet: 8:12=8-10+8-2 =
De figyelem: a fejedben igy leg

Vagyis: ,,R0

:9-2

-562

729

-879

9-26 =9-20+9-6 = 180+54 = 234
180+54 =234,
fejedben a két 6sszeadandd szam!”

8-15=
7-18 =

utolso jegye a tényezbk utolso jegye szorzatdnak utolso jegye.

15

16

Szorzas: 3X11=

x

1

13

14

16

17

19

||| | & | W

ird fol azokat a haromjegy(i szamokat, melyek jegyeinek szorzata 8!

13




14

Modszer: 12:41 = 10-41+2-41 = 492 16-34 = 10-34+6-30+6-4 = 544

De figyelem: a fejedben igy legyen: 12-41 = 410+82 = 492.
Vagyis: ,Rogton jelenjék meg a fejedben a két 6sszeadandd szam

III

Szorzas: 2X23=
x 23 25 27 28

2
4
5
12

21
34

[1/2) Nullara, nulldkra végz6d6 szamokkal torténd

Szorzas: 10X7=

x 7 12 25 48

87

10

100

20

200

40

400

50

11/3) Gyakorlas

Szorzas:

56 76 87 98

16-18 = 100+10-(6+8)+6-8 = 288

12-13 =
11-19=
15-15=




b)  Gyakorlasuk

Még véletlenl se prébaljuk ,,bemagolni” a tabldzatot!

Igy: 14x11=
x| 11| 13 | 15
14

11
13
17

19
15
16

18

[1/5) A négyzetszamok 0-25-ig — reggeli ima utan érdem et is elmondani...

02 - 12 - 22- -

402 =
802 =

20

18

15
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11/6) Az 5-re végz6d6 szamok négyzete

Mddszer: elhagyjuk az 5-6t, a maradék szdmot megszorozzuk az eggyel nagyobbal, majd
mellé irunk 25-6t:
(10a+5)% = 100a(a+1)+25 (KésSbb belatjuk, hogy tényleg hibatlan a mddszer...)

1252=12-13 és mellé irva 25 = 15625
352=

1352 =

1552 =

Erdemes nem ,kimondani”, csak diktalni a végeredm
1852 = hdromszaznegyvenkettd huszonot: 34225

[1/7) Az eddigiek gyakorlasa

A szorzas gyakorlasa
X 12 13 11

19

11
12
13

14

15

5-re végzodok
négyzete

szam négyzete
25
65

95
125
145

165

195
205

Kedves gyerekek! Egy kis nyelvtan. A ,,gdlya” elipszilonnal, és az ,0sztéja” pontos j-vel

4

irandd! Hasonldképpen az , dtfogdja”, ,befogdja”. © Kiméljétek matektandraitokat!



Primszamok — és a hatvanyozas alapjai

[11/1) A primszamok definicidja — 7. osztalyos szemmel

Def.: A primszamok azok az 1-nél nagyobb természetes szamok, melyeknek az 1-en és
6nmagukon kivil tobb osztéjuk nincs. (régen torzsszamnak hivtak 6ket)

° 1-nél nagyobb
. természetes szamok
o 1-en és 6nmagukon kivil mas osztojuk ni

(esztéhyuk)

Tehat primszamok pl.: 2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; ..31; 101
Nem primszam: 0, 1, 4, 33 stb.
Osszetett szam: azok az egynél nagyobb természete k, amelyek nem primek

(vagyis az 1-en és dnmagukon kiviil is van még osztoj

Tehat a 0 és az 1 nem oOsszetett!

A primszamvadaszat taktikaja: bekarikdzzuk az e zamot, a 2-6t, majd kiikszeljuk
az Osszes tObbszorosét (aminek 6 osztdja..). Beka k a kovetkezé els6 nem
kiikszeltet (ez lesz a 3), majd annak kiikszeljlik az 6sszes tobbszorosét. Ami mar kipottyant
egyszer, azt mar kar ujra kiikszelni I8ni. Es igy toliabb.

5 nem l6jiik ki — csak befogjuk ©.

Valojaban csak befogas,

. 2|3 Feladat: Harom kilonb6z6 prim
1l 12! 13| 12 Osszege: 62. Mekkora a legkisebb
kozultk, és miért annak kell lennie
legkisebbnek? Mi lehet a masik
39| 40 | kett§?

48 | 49| 50

< 5

21| 22| 23| 24 29 | 30

31| 32| 33| 34

a1 | a2

51 58 | 59| 60

61 67| 68| 69| 70

77 | 78 | 79| 80

87| 88| 89| 90

97 | 98 | 99 | 100

Osszeszorzom —2-t6l —49-ig az egészeket. Mi lesz a végeredmény elGjele?

Kovetkeztetés: ps db. ...

17



[11/2) Hatvanyok - primhatvanyok

a)

b)

Hatvanyok definicié nélkuli gyakorlasa:
34=3.3.33=81 (—6)3 = (-6)-(—6)-(-6) = 777 =
Hatvany szorzat alakban — illetve szorzat hatvany alakban

27=2222222=

Ki hogyan szamolta ki? Ugyesen:

3°= (-7)*=
12022 = (_10)5 -
3333 = (-95)2 =

,Oktalansag a kobén” = (Oktalansag)®.

Elnevezések —kitevd

Az alapot ,emeljik” a kitevére

52,6t a négyzeten” ,ota

53: ,6t a kdbén”,
54;

10% et e
2 hatvanyai — fejbdl
22=

em 0 szam 0. hatvanya 1.

0
12
(-2,3)°=1 19=1 ~=2 | =1
31

0% NINCS ERTELMEZVE: £

A 0 monddkaja: A 0-t oszthatjuk, de 0-val nem osztunk és 0° nincs értelmezve.



f) A 3-4-5-6-7-8-9 hatvanyai — fejbdl tudni

32= (-3)3 = (-3)* = 3= 36=
5= 5= (-5)"= (-5)° =

62= 63= 72

]2 = 83 =

92 = 93 =

A 4 hatvdnyainak valéjaban mihez van koze?
42 = 4= 44 =
(~4)* = ~64 = (~4)-(-4)- (-4) = ~(2:2)-(2-2)(2
gy 4°=

[11/3) Hatvanyok és négyzetszamok gyakorlasa visszakeresé

Feladat: a leirt szdmokhoz felirni, minek a h
sem, akkor ott azt kell beirni, hogy NA (nincs ada
Ha kettd v. tobbféle megoldas is j6, akkor mindegyike

Szam El6allitasa El6allitasa

225

81

243

[11/4) Azonos ala
(Roviden C 0 zunk vele!)

Ez mar azért

10%10° =

any db. 3-ast szorzunk 6ssze 0sszesen?

|'gy 613.687 =

52_5_518_530=

19
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Kimondjuk a kovetkez§ szabalyt (kés6bb bebizonyitjuk):

Monddka: Azonos alapu hatvanyokat ugy szorzunk, hogy az alapot a kitevok
O0sszegére emeljiik.

Rovid gyakorlasa:
52-57 = 24'23 =
32:64 =

[11/5) Ismétlé gyakorlas

A primszdmok definicidja:

ird le az elsé 11 primszamot:

—45-67 =

2=

18-12 =

73 =
Melyik az 50 utani elsé pri

43 =
172 =
352 =
b kétjegyl szdm?
24 = 3% = 4% = 5%=
30= -27—(-14) = 46-8 = 0'=



Osszeszorzom az els6 100 primet. Milyen szdmra végzédik?

15-13 = 14-18 =
19?2 = 125 =

0°= 45+(—68) =
28.910 — 11-19 =
~45-82 = (-3)*=

IV. Egy kis szdmelmélet — alapfokon

IV/1) Oszthatdsagi szabalyok

L 4

Monddka: 3 osztja a 12 ész, amivel megszorozva 3-at, 12-6t

a) Oszthatdsag

kapok, ez pedig a 4.
3 nem osztja a 16- sz, amellyel megszorozva a 3-at 16-ot
kapnék.

(Az oszthatosa i6ja.: Legyen a,b € Z.

Ekkor: ...a|b <

Jele: 3 | 12 il

Javitsd, mondadkat...

7 0
21 |10 |5

1|23 0|o}

a két utolso jegyébdl alkotott szam oszthatd 4-gyel.

700, 956.
-ra vagy 5-re végzdédik. Az 5-tel oszthatéra végzédsek.

6-tal: amely péaros és oszthaté harommal (FIGYELEM, EZ ,OSSZETETT
OSZTHATOSAGI SZABALY”!)

8-cal: melynek utolsé harom jegyébdl alkotott szam oszthatd nyolccal.

9-cel: amely szamjegyeinek 6sszege oszthatd 9-cel. pl.: 567

21
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b)

10-zel: amelyik O-ra végzédik. ( ,OSSZETETT OSZTHATOSAGI SZABALY”)

11-gyel: melynek paros helyiértéken alld szdmjegyeinek Osszegébdl kivonva a
paratlan helyiértéken 3allé szamjegyek Osszegét, 11-gyel oszthaté szamot kapunk
(ami lehet nyilvan 0 is!). (Lehet a pt. helyiérténen allok 6sszegébdl kivonni a ps.
helyiértéken allok 6sszegét.)

Pl.: 2563 — (5+3)—(2+6) =0 80817 — (8+

25-tel: melynek a két utolsé jegyébdl alkotott szam oszthatd 25-
Vagyis 00, 25, 50, 75-re végz6dnek!
PI.: 300, 575.

Gyakorlasuk:

Az alap oszthatdsdgi szabdly szamaibdl melyek ato? Ird mellé

L 4500 —
o 3564 -
° 545454 —

. 123456789 —

irj az aldhuzott helyekre e

. 23 5 6-tal leg

z oszthatdsaggal megsegitve

715 =

540 = 495 =



IV/2) Osztasok egyjegy(i szamokkal - fejben
a) Maradék nélkil - Végezd el fejben:
98:2 = 140:4 = 840:7 = 842:2 =
330:6 = 189:9 = 434:7 = 520:8 =
315:9= 1225:5 =
b) Maradékkal:
93:6 = 15 maradék 3
343:5 =
341:4 =
IV/3) Szamok primfelbontasa

a) Alap - irasban - oszlop-diagrammal

120|2

98|2 60 |2

49(7 302
Vagyis: 98 = 2-72. 153 Vagyis: 120 =

Bontsuk fel a kovetkez6k
52 =

ekkel lehet haladni, de nagyobb szdmokkal is
2 72
N SN
/\ /N /N
3 3 2 3 6 2
/\ /\
2 3

b) Halad6é-o0

1200

12 . 10 . 10

%3 . 25 . 25
2%3.52

Primfelbontaskor a primeket mindig névekvd sorrendben kell irni!

23



»In medio stat virtus” — érdemes altaldban ugy szétszedni, hogy a tényezbk , kozel
legyenek egymashoz”. Pl: 960 = 10-96 jobb, mint 960 = 2-480 de a legjobb: 960 =
30-32.

Lehet hdaromfelé is bontani rogton egy szamot: 360 = 4-9:10, majd tovabb a
tényezdbket.

Bontsd fel:
490 =

5400=

Diagram nélkil, de annak
9800 =

5400 =

225000 =

256000 =

1690

640

6 szamok: 168 =7-24, mivel 168 6ra van egy héten. Az 1001 éjszaka
:1001=7-11-13



d)

Az egyértelm( primfolbontas bevezetése — a ,Paros-orszag”

Paros-orszag - vagyis csak paros szamok szerepelnek.
Aki paratan szamot mond ki, azt szam(zik, és megeszik a farkasok...

24:8 - nem végezhet6 el, mert:

96:6 = 96:32=

Mindenki bontsa f6l a 60-at ameddig lehet.
60 =

Bonts fol ,felbonthatatlanokra” a 120-at: annyi Gre, amennyire birod.

120 =

—azok a primek!
Bontsd fel 60-at ,felbonth

ény ugyanaz lesz...)
2.3.5.17 = 2-3-2.52.17

r ugyanazt a végeredményt fogja kapni:

Egyenl6-e: 15-128-84-72 és 20-28-27-24-32

yobb természetes szam egyértelm(in
rendtdl vald eltérés erejéig. (Barhogy

novekvé sorrendbe tessziik a primeket (az

25



Vagyis két szam akkor és csak akkor egyezik meg, hogyha a primtényez8s
folbontdsukban (sorba téve a primeket) csak ugyanazok a primek szerepelnek, és
ugyanazon a hatvdnyon. Vagyis érdemes kanonikus alakba hozni a primfelbontdst.
Természetes szamok kanonikus alakja: csak primhatvdanyok szorzatdra van
bontva, ahol a prim-alapok szigorian monoton névekvé sorrendben dllnak.

Egyenl6-e ez a két aldbbi szam?
27.53.52.38.75.112.3.25.32.11

7%.72.2%.5°.32.113.2%.35.7.28.34

20-45-1000-25-32-:420 illetve:

Feladat: Két csoportba leh
csoportban taldlhaté szam

Feladat: A kanonikus ala
végzidjék?

mi kell ahhoz, hogy egy szam 4 db. O-ra

IV/4) Két szam j 0z0s Osztdja) alapszinten

k6z0s osztoit.

Vegyiik észre, hogy minden k6z6s oszto osztja a legnagyobb kébzés osztot, és az
LNKO osztoi k6zés osztok!



(12;18) = 6, mert 6 a legnagyobb szam, amivel még osztani lehet mindkettét.
* Lehet |épésenként: (12;18) = 2:(6;9) = 2:3+(2;3). Az (2;3)-ndl |athatd, hogy az 1 az LNKO.
(60;84) =

Olyan, mintha egy tortet egyszerUsitenénk, de leirndnk a szamokat, amivel

egyszer(sitink:
12
T
60
i

mindkettd

Két vagy tobb szam LNKO-ja az a legnagyobb szam, me
(120; 180) = 6-(20;30) = 60(2;3) = 60-1 = 60
(50;25) =

(7;35) =

(23;23) = (1;12) =
(36; 84; 54) =

sztja.

75 3
—— = = Tudhniillik: (75;100) = 25.
100 4
40 _

504

30
(30;110) = 10 <> — =
110

(45;60) = > (98;35) = >

Relativ primek: ha két pozit szam LNKO-ja 1, akkor az a két szam ,relativ

prim”.
(24;35) = (45;46) =
VAGYIS a kan
Ugy jeldljik & > =1v.(8;15)=1
Mondjunk im pa elyek maguk nem primszamok!

kanonikus alakjukban nincs kdz6s primtényez6.

harom kilonb6z6 primszdm szorzatanak végeredménye a 15 5437

27
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IV/5) Ujabb oszthatdségi szabélyok

Tétel: Ha két relativ prim oszt egy szamot, akkor a szorzatuk is osztja. Amennyiben nem
relativ primek, gy nem biztos az oszthatdsag.
3|136és4|36és(3;4)=1 = 12|36

5|80 és 10|80 = 50|80

Mondjuk ki a 36-tal torténdé oszthatdsag szabdlyat: Egy szam és csak akkor
oszthaté 36-tal, ha oszthatdé - és - is, mert _ - 36és(___;

___)=1(relativ prim).

Mondjuk ki a 12-vel torténé oszthatdsag szabalyat:

Mondjuk ki a 24-gyel vald oszthatdsag szabalyat:

Rossz valasz:

J6 valasz:

Mondjuk ki a 45-gyel vald oszthatg

Taldljunk még ki ilyen oszthato

Egészitsd ki ugy, hogy igaz
négyjegyl szdm legyen!

alakon 1-1 szdmjeggyel), és a szam a legkisebb

36

_91__

55

_91__

legyen (a vonalakon 1-1 szdmjeggyel), és a szam a legnagyobb

22

_38__




IV/6) A O-ra végz&dés

Hogyan bontanad két alap-oszthatdsdgi szabalyra a 10-zel vald oszthatdésagot?

Hogyan bontanad két alap-oszthatdsdgi szabdlyra az 100-zakyvald oszthatdsagot?

Nézziink egy hdarom 0-ra végz6d4 szamot.
128 000 = 128-(2-5)3

Vagyis a szam kanonikus alakjat kell nézni!
Mikor végz6dik pontosan 3 db. 0-ra egy szam?

Ha a kanonikus alakjaban 2-es és 5-0s primténye

Vagyis pontosan ( )-0s part taldlhatok benne.

Hany O-ra végz6dik a kovetkezd
x = 27-32.53.132

y =125-16-15-36-35

Ha egy szam — x — nem r x-5%28: hany 0-ra végz4dik?

és legfeljebb mennyire, azt igen:

26 két szamnak:

A szorzatuk mindig tobbszords, de nem mindig a legkisebb:
Mindkettének a tobbszorose a 12-18 = 216, de ez nagyon nagy.
Ebben az esetben a 12-6t 18-cal, a 18-at pedig 12-vel szoroztuk meg.

29
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Ravasz moddszer, lattuk mar, mikodott az LNKO-nal is:

[12;18] = 2:[6;9] = 2-3-[2;3] = 2-3-(2:3) =36

[540;240] =
[312;168] =

Tétel: Relativ primek LKKT-je a szorzatuk. Ha nem relativ prime
szorzatuknal! (Valéjaban az LKKT a szorzatuk osztva az LNKO-jukkal.

[19;20] =

[33;35] =
Két tort kozos nevezdbre torténd hozasakor hasznalj
J_5_
12 18

Nyilvan lehetett volna a k6z6s nevezd a 12-

7 5

12 18 216 216

Nehezebb, elszamolhatdbb és el is sza

11 3

70 20

maradék nélkil megvan-
45:9 =
168:24 =
95:5=
115:5 =
207:9 =
48:3 =
54:3 =
145:5 =

134:2 =
288:12 = 495:15 =
294:14 = 352:16 =

91:13 =

r a LKKT kisebb a

84:7 =
319:11 =

133:7 =
91.7 =
85:5 =
45:3 =
87:3 =
76:4 =
345:15 =
195:5 =
369:9 =
385:11 =
456:12 =
585:45 =

Jegyezziik meg: a két leggonoszabb kétjegyl az 51 és a 91 — primnek dlcazzak magukat!



V.

Egészitsd ki még egy szamjeggyel — a vonalra irva — ugy, hogy az osztas egész szamot
eredményezzen, majd végezd is el fejben az osztast:

_96:8= _393= 5_26= 4_6:24=
_64:12= _32:36= 8_ 5:45= 7__4:18=
_96:44 = _35:55= 4__8:24= 1_7_ :90=
Tortek
V/1) Fajtaik

Valddi tért < 1 pl.: % Altért >1 pl.g

Ok harman egyitt: KOZONSEGES TORTEK.

3 3
Vegyes tort: 43 Ennél a nagysaga latszodik jol: 4E= és 5 kozé esik.

Tizedes tort: 0,25 vagy 5,32 — Valéjadban ve
oy 25 1 3
Vegyik észre: 0,25= —=— 5,32=5—=

100 100

Melyiket szeretjiik? KOZONSEGES TORT (Ezt kis piro

, egy sorban irva...

s szivecskékkel korbevenni!)

L 4

A tizedes tort ritkan hasznos j dgépeknél, fizika, kémia 6rdn ezeket
hasznaljuk, illetve szdmegyen

a) 2ha zettdl eltekintve, ha meglatunk egy tortet, akkor

b)

Obb |épésben egyszerdsitlink — csak farasztobb:

G_E_KSE

20, 10 10, 5

: ha lehet, ne sok Iépésben

és a nevezd relativ primmé valjon!
80
168 176
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210 _ 450 _

378 75

540 1200 _
52

625 _

500

ird fol a kovetkez6 szamokat tort alakban:

0,24 =
4 =

FIGYELEM: VEGEREDMENYBEN TILOS AN IRNI EGESZ SZAMOT!

V/4) Osszeadasuk-kivonasuk: K6z8s nevezére hozés: bév

a) Csakis azonos nevez6jd valédi torteket tudunk o0SSzeadni és kivonni. Vagyis
Osszeadas és kivonas el6tt ,kozd agyis ugyan*an nevezdjd tortekké kell 6ket
alakitani.

A legjobb (vagyis a legkise
Ez a mlivelet a bévités, de

3t (v. tobb) nevez6 LKKT-je!
ket MINDIG EGYSZERUSITJUK.

Hogyan bdvitlink?
Egy tortet ugy boviti
(nem1ésnem0)s

és a nevezdéjét is ugyanazzal az egész
eq. Ezdltal a tort értéke nem vdltozik.

b) Végezd el a kijelolt b6v

6 __ B__
35 70 25 100
B6vitsd
c)
. . 3 3 1
tjelenti: 24— = —+— = —
4 4 4 4
iIv3 oy 2 3 2443 11
lvan ugyanigy:. £Z— = = —
y gyanigy: 27 4 p
azat a negativnal: ELOSZOR ZAROJEL!):
4
3—= 153:
7 13
—13i = —1ol=
13 18



d)

Néhany példa

14 56 7 7 21 70 91
20 24 10 3 30 30 30
12 91 3 13 15 13 2 1

8 70 2 10 10 10 10 5
Mit is tettlink? EI8szor egyszerdsitettlk a torteket, maj
nevezGre hozdast. A végén még egyszerdsiteni is tudtunk!!!

14 5 2 30 28

végeztik el a kozos

105 ~ 15 15 15

Figyelem: a 2 is felirhato tort alakban: 2=

9
Negativnal: =13 — = —(3ij =— (E) =—
13 13 13

Gyakorlasuk
Azonos — vagy egyszer(sités utdn azonos
4 3
——=
5 5
5
—+
12
20
4

4

an jo6 kozos nevezd kell

49 8

—_— =

70 15
2 14 33 6 _
48 80 45 70

33
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Vegyes tortek 6sszeadasa - kivonasa
6
8,58
45 10
15 9

18—-13—=
18 15

4.3_

5 4

14 15 _

15 16

6 11 _

11 9

1413 _

13 14

20 30 81 31_

130 160 20 7

15 35 _ 2 13 _
12 20
9 225 _
144 100
7,9
15 20
8 80 _
34 48

45 35 _ 70560 _

150 84 63 480



f)

Gyakorlas
15 10

12 40

65 50

26 30

65 122

40 80

3221530
105 36

39 22
— 4 — =
169 121

52 44
_ =
169 121

54

108 243

162 242

27 55

625 225

200 105

70 800

196 225
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V/5) Szamok, tortek reciproka — elsé nekifutasra

a) Egykozonséges tort reciprokan a kévetkezot értjiik: az el6jele marad, a szamlalot
és nevez6t pedig felcseréljiik.
FIGYELEM: CSAK VALODI (v. AL-) TORT RECIPROKAT VESSZUK!

25 13
EHE Vigyazat, nem egyenl6séget rakunk ki!

4 7

7 4

Vigyazat: vegyes tortnél el6szor at kell alakitani: 2

Tizedes tortnél is: 0,24 =

b) Egész szam reciproka:

7
7 reciproka - Mivel 7 = I' igy 7 reciproka:

Vegylk észre, hogy a 7 ugy is felirhaté tehat, hogy I

L 4

d

1

26 —

8
V/6) Tortek szorzasa

a) Figyelem: szorzasndl veg tortet nemghasznalunk! El6sz6r at kell alakitani

kozonséges tortté!

Valédi torteket ug
nevezdt a nevezdvel.

hogy a szamlalét megszorozzuk a szamlaléval, a

b) resztbe is lehet egyszer(siteni

5,1'5/ ,2'8/4

75 56 20
98 My 21
nk! A kétszeres athuzas mar nagyon kuszava teszi, ezért az tilos, illetve
a tul sok egyszerdsités is, akkor inkabb le kell irni a kdztes tortet!

48 A

9
Vegyesen: —

35 7

A toronyépités a mérnok feladata:

1




,Lefelé” és ,keresztbe” is lehet egyszerdsiteni!

14 12 14 22

77 25 10 15

Vegylk észre: lehet keresztbe egyszerUsiteni, vagy ,
0ssze-vissza, csak jo legyen!
Fontos: ha lehet, rogtdn a legnagyobb kdzos osztéval egyszerdsi

agat a tortet; vagyis

Gyakorlasuk
Erdemes el6sz6r megallapitani az elGjelet, és azt vetkezetesen)
mindig kitenni!

42 40

56 63
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e) Gyakorlas
98 84 1500 98 _

112 36 196 200

121
712 =
99

5.3 _
130

98 72

35 27

169 1 481 _
64 | 39

12500 (35 ) _ 51
42 500

40

56 77
42 55

V/7)

! del?
—-del?
7

6-tal? 10-zel?

15-tel? 100-zal?



Szammal ugy osztunk, hogy a reciprokaval szorzunk!

27

o, 64 2715 2756 97 6

" 15 64’56 6415 85 40
56

FIGYELEM:

. Megérkeztek az ,,emeletes” tortek — jobban szeretju
. A f6tortvonal egyértelmden |latszédjék!
o Az egyenlGségjel is kijeloli a f6tdrtvonalat,

42
55 _
30
22
b)  Osztas egészekkel v. egészeket
. . . 1 45 . e
Egész osztdsa egésszel: 45:63 = 45-—=—=—. egyszerdsitank!!!!
63 63 7
A tizedes tortek veszélyesek, tematikdaban ritkan hasznaljuk 6ket. Hasznosak
osszehasonlitaskor, szame i matematikaban.
Ezért nem szamoljuk at ti , legfeljebb fejben: 0,7142857...
a szabaly alapjan =
szamlalét osztjuk abban az esetben, ha az oszto-
14
15
V/8) Miisar utasra! Tortnél, egész szamnal, tizedes tortnél.

Va

Egy nem 0 szam re

, amivel a szamot megszorozva 1-et kapunk

#0 szam aazl/a.

4 ) 9
—— reciproka ——
9 4

3 1 1 7
2— iproka; —=—=—
reciproka 3171
2= =L
7 7
4
— & —3;@ 10

0,65 reciproka: egy kicsit késébb.
Osszefoglalva: egy szammal Ugy osztunk, hogy a reciprokaval szorzunk.
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V/9) Gyakorlasuk
a) Osztas (Figyelem: ebben a pontban van egy formai hiba. Mi az?)
121

42 (12 60 _
56\ 63 55

42

338 (52)_
75 | 75

1:i=
289

b) Vegyesen
24 40 _
45" 75

1500

196 _
200

42

22500

144
300

60



V/10)

a)

88 35
242 42

g:14=
15

Egyéb, tortes fe

: a zardjelben taldlhatd

41
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b)

Figyeljink a mdveleti sorrendre:

7135 1 413 5 15
1-—— | ——— +2i = |———:— |
5/ 6 3 3)14 4 8

osszehasonlitédsa: EGYELORE KOzOS NEVEZD

781105
36 50



VI.

A tizedes tortek
VI/1) Szorzéas — osztas 10-zel, 100-zal stb.

a) Szorzas

34,02-10 = 34,02-100 =

34,02-1 000 = 34,02-100

Ha van tizedesvessz6, akkor azt |éptetjik, utana egyese t irunk a végére.
53-10° =

0,0048-1 000 000 =

b) Osztas
562:10=
562 :1000 =

(Ugy nézhetjiik az 562-6t, mint: 000000005 s akkor csak vonulgat a
tizedesvessz6)

562 :100 000 =

480:10 =
480:100 =

Ugy nézhetjiik a 4 80. Es akkor csak vonulgat a tizedesvessz§:
480 :1 000 =

480:10 000 =

tizedestorteknél egy szamjegy nem annyit ér, mint
n az 5-6s nem 5-6t ér...

Alaki érték
A tiz db. ynek alaki értéke van: 0, 1, 2, ... 9. Pl.: 7 torpe, 5 ujj, 0

t négy ilyen jeggyelirjukle:1 9 5 6

értéke nem egyenld sem a jegyek 0sszegével, sem szorzataval.
ol a szdmjegy megtalalhaté a szamban.

zadmrendszer ahhoz hasonlit, hogy a kovetkez6 bankjegyeink,

ermeéink vannak:
10 000 Ft-os, 1 000 Ft-os, 100 Ft-os, 10 Ft-os és 1 Ft-os.
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Valédi érték — szamjegy x helyiérték (szamjegy s

A CEL MINDIG AZ, HOGY A LEHETO LEGKEVESEBB BANKJEGGYEL ES ERMEVEL
FIZESSUNK.

Hogy fizetiink ki 38 207 Ft-ot?

3 db. 10 000-sel, és 8 db. 1 000, 2 db. szazassal, 0 db. 10-essel és végil 7 db.
1-essel: 3-10 000+8-1 000+2-100+0-10+7-1.

Tehdat a 38207-ben a 2 a 100-as helyiértéken dll, igy 2

ozva helyiérték)
Jobbrdl szamitva nézzik a helyeket:

Pl.: 801 435
100 000 10000 1000 100 10 1

JOBBROL az1. hely az 1-eseké
a 2. hely a 10-eseké
a 3. hely a 100-asoké

s Osszege.

elyiértékiket:
0%10°10%10 1
310 eza ,nyolcvanezer-haromszaztiz”

9-et el6sz0Or ugy, hogy a jegyek folott ott a helyiértéke,
l6di értékek 6sszegeként!

épp a B = 2 645 078



b)

Mi bujik meg a tizedesvessz6 mogott?

Az el6bbi gondolatmenet alapjan a tizedesvessz6tdl jobbra is lehet értelmezni a

helyiértékeket
11
10010 1 10 100 1 1
456,23 = 4 56,2 3 = 4-100+5-1O+6-1+2-B+3-—

3
utolso igy is j0: ——
100 gyisj )

100

103 102 10! 10° 1071 102 103 104 10000
4523,0745 = 4 5 2 3, 0o 7 5

irjuk fel az A = 35,058-at elGszor ugy, hogy a j o][e elyiértéke, majd az

A szamot valddi értékek 6sszegeként!

Hasonléképp a B = 3205,60

ird fol szammal, tizedes

(Mivel vegyestortek, és a tortrésznél a nevez6 ugyanaz...)
Erdemes elképzelni kezdetben egy szdmegyenest:

nlitani legkdnnyebben a tizes-szdmrendszerben felirt szdmokat lehet.
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b)

3,65<3,7

§ 7 8 9 10 11 12

A pozitivok 6sszehasonlitasa konnyd.
A pozitiv és negativ 6sszehasonlitasa is konnyd.
Két negativ 6sszehasonlitasa:

521 | -52

201 [] 201,01

0,031 [] 0,03101

Figyelem! Mindig a...

10 11 12

1,853
- 0,254



c)  Osztas, szorzas

73-8 = 487 =

Figyelem! Ne szurj ki magaddal!

285:135 =

21:6=

45:24 =

10:12 =

63:0,14 =

Tehat: szeressik a ...

V1/4) Atalakitas valddi

-100=12 0,12-1000=120

_ 24 3
1000 125
a kovetkez6 szamokat:
0,0056 =
0,25 =

igy 0,65 reciproka is szamolhaté most mar! (V/8.)
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b)

El6szor a szazalékokral

A % azt jelenti, hogy szazad.
Ha meghalljuk azt, hogy szazalék, akkor a ,,szdzalékos monddka” jut az esziinkbe:

Monddka: nincs szazalék, csak valami megszorzasa egy szazados torttel.
Aminek a szazalékat vessziik, azt szorozzuk!

Az iskola 15%-a azt jelenti, hogy: |létszam *

A terillet 225%-a azt jelenti, hogy |terilet * 1

ird fel és szamold ki:

15 g arany ezist 6tvozetben 8% arany van. rany?

15 000 f6bdl 7% fert6zott. Hany fert6zott

A 220 Ha terilet 45%-a live Mekkon.erijleten van parlagfd?

A technikus 1400 € f nar fizetése a 72%-a. Mekkora a

matektanar fizetése?

ird at tizedes tortbe:

13
—= 56% =

1
9



Visszafelé (az el6z6 végeredményét felhasznalva!l)
2,i= 53=

A0,11111111111... = 1/9. igy mar szdmolhaté a tébbi: pl. 2,777777.... = 2+7/9

Ravasz mddszer:
2,325 = 2,325 32532532

Prébaljuk meg mas szamokkal: 5,35 =

VII. Zardjelek kezelése

VII/1) Alapveté miv

orrend: el6szor elvégzem a hatvdnyozdst, majd a szorzdst-osztdst,
et (ami az 0sszeadas és a kivonas)

23-12-5:4+32.5-4:2=
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VII/2) Tagok és tényez6k

Osszegnek (6sszeadas-kivonas) tagjai, szorzatnak (szorzas-osztas) tényezdi vannak.
10 - 34 + 13:4:2 + 15:3
Ez a mlvelet négy tagbdl all: a tagokat + és — jel valasztja el egymastal.
. Elsé tag: 10
. A masodik tag: 34,
. A harmadik tag 13:4-2 Harom tényez6bdl all: 35 2.
° A negyedik tag: 15:3

A ,tényezGket” szorzasjel - (vagy osztasjel :) jel k6ti Os

Figyelem: Az 5(6-3)(4+2:5) kifejezés egyt s haro | all.
° Els6 tényezb: 5
o Masodik tényez6: (6-3) (Ez pedig 3| ©)
o Harmadik tényezd: (4 + 2:5) (Ez | all ©)

Az utolsé tag ............. buws.... 1€ : és

Kifejezések:
~3:(2:5-54) = (5 + —2)+6:2—13 + 15(68 — 2-4)

A (15-2):

A 34.5:
A (3-5):



(1-2-3(4-5)(6-7-8-9))(10-11) — (12—13-14)-(15+16(17-18))+ 19- (20-21-22-23)
Hany tagl? Hazd ala kilon a tagokat!
A 13-14:
Masodik tag 2. tényez6 2. tag:
Mi a (10-11):
Mi a 8:
Mi a 22:

2-(3—4-5)(6-7-8+9-10)

Hany tagu?
Miaz 5?
Mia7?

VII/3) Zardjelek kezelése egész szamoknal: zardje

a) Legeldl nem tessziik ki a + elGjelet. Az 1-es sz
szorzotényez6bdl csak a ,,—” jel marad.

AMIG MEG TU ENNI, ADDIC,Y KIFEJEZES EGY SORBA KERUL;
JUK A SORTOREST MATEMATIKABAN!

yez6t nem irjuk ki! A —-1-es

b)

-szer —4 az plusz 28,
plusz 1-szer sz 1-szer =7 az -7,

usz 1-szer

-15(-12+13-7)—(8-7+2)+11(-19+18-15)+(4-5)-16(-17-5+18) =
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VIII.

52

c) Tag-tényez6-tag-tényezd Ujra (sajna nem fér ki sortorés nélkil ®)

(1-2-3)(4-5-6+7-8-)+(9-10-11(12+13-14)-15-16-17)(18-19+20) —
—~(21-22-23+24-25)-(26-27)

3.tag 2. tényez6:

1.tag 2.tényez6 2.tag 1. tényez6:
23:

16:

18-19:

11:

13:

Emeletes tortek és ismétlés
VIII/1) Emeletes tortek

Figyelem: miveleti sorrend!
2 5_+2 + ﬁ +
A
Itt valdjaban: (5+2):2 a mivelet
o 15+3o¢1§+}d¢3+1o=
543 B+3  1+1
Itt valéjaban: (15+30)/(5

5%

Vagyis tagokkal soha nem e

Monddka: Tortet csak akkor etiink, ha a szamlalé és nevezé is egy tag,
akkor is csakis ko 2 Gkkel.
__7.6__2
3 35

( 56 4)( 3+30j_



VIII/2) ird fol a kdvetkezd szdmok dsszes osztoparjat
Pl..12=1-12=2-6=34
54 =
75 =
140 =
112 =
98 =
VIII/3) Végezd el — ne feledd: egyszerdsité

4500

4 . 144 _
Ora: —@

1 AHF ezekbé’lg\.

, 42
Ora: —:14=
8
84
Ora: 1:—=
70
5 —
15
75
76
Ora:4:—=
38
15:2 = 16:8 =
8 3
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A szamok attekintése

A természetes szamok kére
I/1) Definicio - alapok
Nem definidljuk a természetes szamokat. (Nem magyardzzuk meg pontosan, hogy mik is

azok.)

a)

b)

Melyek ezek?
0;1;2;3;4 ... folytasd:

halmazokr

A természetes szamok halmazdnak jele — és eg
N (vastag) vagy: N

Kézzel irva:

N={0;1;2;3..} 5eN -7¢N
Ird le ald kézzel 5eN

12,3¢N

Itt Uj jeleket és fogalmakat tanultunk meg:
B={1; 3,5}: ez egy harom elem( halmaz. A hal tehat elemei vannak.

C={2; 2; 3, 5; 5, 5; 6;6}: ez egy négy elem(i halmaz,“mert egy halmazban minden
elem csak egyszer szerepelhet. ird le helyesen: .

C=

A halmazt, ha felsoroljuk
A ={1;3;5}v A

4 56 7 & 9101
61 50-ig a természetes szamokat
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I/2) Atizes és a kettes szamrendszer — bevezetés

A tizes szamrendszerben 0-t6l 9-ig vannak alaki érték(i szamok, mert a 9 utan kévetkez6t
mar nem egy Uj jellel, hanem 10-zel irjuk le.

A tizes szdmrendszerben a helyiértékek a kévetkezék: 10", 10", ... 103; 10%; 10%; 10°.
10* 10° 10% 10* 10°

PI:60315= 60315 =6-10*+0-103 + 3102+ 1-10* + 5-1

=6-10000 + 0-:1000 + 3100 + 1-10 + 5:1 = 60315

Lattuk mar a helyiértéket, alaki értéket és az ezekbdl
alaki érték x helyi érték = valddi érték
Pl.: a 6 valddi értéke az el6z6 szamban:

Nézzik meg a ,2-ES KASZINOT”

A kettes szamrendszerben csak 0 és 1-es szdmjegy van

Nézziik meg a helyiértékeket.

Vagyis vannak (jobbrdl) 1-esek, 2-esek, 4-esek
20, 20t 23; 22,21 20,

16-0sok stb.:

Vagyis vannak (irasban jobbrdl balral):
1-es ZSETON, 2-es ZSETON,

4-es ZSETON, 8-as ZSETON, 16-o0
2°-es ZSETON, 2%-0s ZSETON,

Zsetonokbdl allitsd 6ssze a 27 d
CEL: A LEHETO LEGKEVES

Maradt:
Maradt:
Maradt:
Maradt:

Maradt:

ird le a 2-es szdmrendszerbeli szdm tizes szamrendszerbeli értékét — vagyis ,bevaltjuk a
zsetonjainkat”:
2°2°2%84 21

1101001 =



Mennyit érnek a 10-es szamrendszerben a kdvetkez6 kettes szamrendszerbeli szamok?

111,= 1011:=

1111,= 10101:=

10211,=

Prébaljuk meg ujra forditva!
Cél: a legkevesebb zsetont haszndljuk.
Vagyis: mindig a lehet6 legnagyobbat hasznaljuk

irjuk 4t a 1010-et 2-es szdmrendsz

2224232221 2°
16410 = ,256-0s nem 0, ezért”: . XXXXXX
2720252423221 2°
Marad: 164-128 = 36 Te ezért: 10xXXXXXX
2720252423221 2°
36 =1-32 +4, vagyisj6 a 3 101xxxxx
Nem jo a 16-os (2* rt azok helyén 0 all.
2720252232221 2°
4 =1-4(2%), vag gyl-es 10100100

és akkor elfo
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I/3) Egyéb szamrendszerek - www.convertworld.com/

ird 4t a 742-6t 2-es szamrendszerbe!

A 10-es szamrendszer helyiértékei: 1; 10; 100; 1000; 10
A 2-es szamrendszer helyiértékei: 1; 2; 4; 8;
Add meg a 3-as szamrendszer helyiértékeit:

Add meg a 7-es szamrendszer helyiértékeit

Add meg az 5-6s szdmrendszer

Add meg, hogy milyen szamjegy 6-0s szamrendszerben:

erepelhetnek a 4-es szamrendszerben:

Add meg, hogy milyen szamjegy

Szamold a -es mrendszerbe a kovetkez6 szamokat:

40332s=



26057=

Szamold at 10-es szamrendszerbdl 3-as szamrendszerbe:

58310=xX3

Szamold at a kért szamrendszerbe:
137110 = X5

366010 = X4

;.. 8,9 A;B,C,D;E; F

349507890
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I/4) Midveletek a természetes szamokon, a természetes szamok korében

a)

b)

c)

b)

A mindig elvégezhet6k: @ és ® : vagyis két természetes szdm Osszege v. szorzata
tovdbbra is természetes szam lesz.
Nem végezhetbk el mindig: — (kivonas) és az . (osztds)

A kivonas:

hogy 3-at kapjunk.
Pl.: 10-7: melyik az a szam, amelyet...

Az osztas:
Nem elvégezhet6 el mindig:

Hiszen a 7:2 azt kérd
7-et kapunk.

S6t: olyan szamot sem tal

amelyet négyzetre emelve

Persze a 16-hoz ige
Vagyis az un. ,négy
korébdl.

itjuk 6ket, csak elfogadjuk.
sz6ban az alap oszthatdsagi szabalyokat!

Egység: 1
Osszetett szam: azok az egynél nagyobb természetes szamok, amelyek nem
primek — vagyis az 1-en és 6nmagukon kiviil is van még osztdjuk.

pl.: 4,18, 63



d)

Vegyiik észre, hogy egyetlen egy pdros primszam létezik, a 2.

Irjuk le az 50 és 60 kdzotti Osszetett szamokat:

Osszetett szamokkal valé oszthatdsag

Mi oszthaté 12-vel? [rj néhany ilyen 8-ra végz6d6 négyjegy(it!

Igaz-e, hogy ami 6-tal és 2-vel oszthaté, az 12-

Mi oszthaté 36-tal? irj néhany ilyen 4-re végz8dd

J6-e az, hogy ami 3-mal és 12-vel osz z oszthato 36-tal?

Es az j6-e, hogy ami 4-gy

Mi oszthaté 72-vel? irj n

J6-e az, hogy 35 18-cal oszthatd?

relativ prim, ha az LNKO-juk 1:  (a;b) =1.
15;28) =1

haszna az oszthatdsagi szabalyoknal

6|72 és9|72,de (9:6) 172
és (9-6) 190

Vagyis ha 6 és 9 oszt egy szamot, még nem tudjuk, hogy a szorzatuk osztja-e a
szamot.
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Tétel: Ha két relativ prim oszt egy szamot, akkor a szorzatuk is osztja. Amennyiben
nem relativ primek, tgy nem biztos az oszthatdsag.

4252 és 9252 és (9;4) = 1, ezért: (9-4)=36|252

Osztja-e a 66 a 4818-at?

Mivel val6 oszthatdsagot kell megvizsgalni?

_|4818és _ |4818 ésmivel ( ; )=1,

Ezek alapjan mondjunk szabalyt arra, hogy v

15-tel oszthatd:
Pl

24-gyel oszthato:

Pl.:

28-cal oszthato
Pl.:
12-vel oszthato

Pl.:

ativ prim, akkor a LKKT-juk kisebb a szorzatuknal!
nevezd megtalalasakor:



f)

Az egyértelm( primfelbontas Ujra

A Szamelmélet alaptétele: Barmely 1-nél nagyobb természetes szam egyértelmiin
bonthaté fol primszamok szorzatdra a sorrendtdl valo eltérés erejéig. (Barhogy
allunk is neki a foélbontasnak, a végeredmény ugyanaz lesz...)

Vagyis két egynél nagyobb természetes szam akk
kanonikus alakjuk megegyezik.

sak akkor egyenld, ha

Adjuk meg a kovetkezé szamok , kanonikus alakjat”:
Tehat: 60 = 560 =

A most kimondott TETEL aztj i mészetes szamok korében két
kiilénbéz6 szamot felbo : , akkor vagy lesz koztik olyan
primtényezd, amelyik az té, a masikban nem (pl: 12 és 21-nél
a 2 illetve a 7), vagy ha yezbik vannak (pl: 50 és 20), akkor
legalabb az egyik prim m | a két szamban.



I/6) Osztdk

a)

Szamok osztdinak jellemzéi
Ezt a pontot becsukott flizettel, a tablan kell végigvenni...

Adott a kovetkezd szam:  k = 40.

Hogy valtozik a primfolbontasa (még inkabb: kanoniku
tal?

Vizsgaljuk meg:

k=40=235. 36=2%32%

k-36 = 40-36 = 1440 = 2°-3%.5,

Nyilvdn mivel az 1440 felbontasat ugy is elvé
hogy 1440 = 40-36, vagyis (23-5)-(22-3%)
ezért két db. 2-essel és 2-db. harmassal ,n6tt” a
igy lathato, hogy a szorzé (jelen esetben) a 36
a ,,sajat primjeit viszi be” a kanonikus ba.

ja), ha megszorzom 36-

A 40 kanonikus alakja: 40 = 23-5.
A 77-40 kanonikus alakja:

A 14-40 kanonikus alakja:

A 110-40 kanonikus alakja

elbontasaban ott lenne a 7-es szam.
Marpedig nincs ott... 2 =70+445 500



40 osztja-e az n = 445 500 = 22-:3*53-11 szdmot?
Mo.: 23-5 Ha a 445 500 = k-40, akkor: 445 500 = k-23-5,
vagyis a primfelbontasaban

a 2 MINIMUM a 3. hatvanyon szerepelne,
de csak a 2. hatvanyon szerepel...
=40+445 500

75 osztja-e az n = 445 500 = 22:3%53-11 szdmot?
Mo.: 75 = 3-52

Ha a 445 500 = k-75, akkor: 445 500 = k-3-52,
Ez jonak tlnik: mennyi a k?
445 500 = 22-3%53-11 = k-3-52=(22-33-5-11) -3-52.
—=75]|445 500 mert van olyan egész (k),
amivel megszorozva 445 500-at kapu

A 22-3° osztja-e az n = 445 500 = 22-3%53-11 :
Mo: Ha a 445 500 = k-2%-35; akkor: 445 500 = k-2*
vagyis 445 500 = 22-3%53.11 = k-22-35.
De sajnos igy az eredeti sza 3 legalabb a‘ hatvanyon szerepelne... Vagyis
nem oszto.

Osztja-e a 2%-3*5%11 az 11 szdmot?
Akkor osztja, ha van olya

amellyel megszorozva a
445 500 = 2%-3*5%

(Tehat k=5)

t 445 500-at kapunk!
345211 v

b) Eszrevételek

22.3.53| B, mert:
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d)

B =2°33%5%
2:52 | B, mert:
2% | B, mert
24-3% | B, mert:
49 | B, mert:

10 000/ B:

Mondj még két-két olyan szdmot (ne tul egysze ely osztja/illetve nem osztja

B-t.

Gondolkodtatok

Osszeadok két primet, a végeredmény utolso . Mivolt ez a két prim, és miért

6k azok?

Tiz kilonb6z6 primet dssze -e a sgzat: 8999999999991 ?

Osszeadtam az els6 100 p zamot: miért lehet az 6sszeg: 17567

FAKTOR
Utasitas: ,Egy egynél na szetes szam faktora legyen egyenl§ azzal a
szammal, a ogy 6t megszorzom az eggyel kisebb természetes

szam faktora: n! = 1-2-3- ... «(n-2):(n-1)n.
szamig Osszeszorozva a természetes szamok.

3|= 4': 5|=
7= 8l=

Vegyuk észre: 81=8-..... (n+3)!1=(n+3)-......... ' nl=n:(n-1)-........ !
(n=5)!=(n=5) “...ueeve...



b)

Mennyi a végeredmény faktorral, vagy ha konnyd, természetes szammal felirva:

12-11! = 19-18:17! =
17! 19! _
16! 17!

20!1-18-18!=

Véletlenszeriln két csoportba szedem szét 1-t6l 100-ig a természetes szamokat: A,
B (nem szikségképpen e b-szdmu a csoport). Osszeszorzom az A

halmazban taldlhatdkat, -val jelolom. Ugyanugy létrejon: Ils.
Lehet-e ez a két végered

Néhany feladat
Lehet-e négyzetszam: 346 848
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Lehet-e négyzetszam a kdvetkez§: 28.510.1114?

Lehet-e négyzetszdm a kdvetkezd: 2°-314.11°?

Lehet-e négyzetszam az 1000100017?

c) A négyzetszamok végzG6dése, illetve kanonikus a

Mik lehetnek a négyzetszdmok végz6dései, utolsd

Mi jellemz6 kanonikus alakjukra?

Monddka: a négyzetszamok kanonikus ala an:

I/8) Szamok osztdinak ,keresgé
a) 1. moddszer: parba allitas

120 osztoi:

6nmaga: neviik ,,nem valddi osztdok”.)



b)

144 osztoi:
1-144 (Ez a par az egység és bnmaga: nevilk ,nem valddi osztdk”.)

Kérdés: melyek azok a természetes s paratlan szamu

természetes osztéja van?

2. modszer az oszto kereséséhez: a kanoni ot felhasznalo fa-struktura

20 =225,
Csak olyan szamok lehetnek nincs mas primtényez6, mint a
2 vagy az 5. A2 max 2. hat els6é hatvanyon szerepelhet:

frjuk le a két primet: 2%
Pl.: 21.51 = 10 vagy: 21-50= :20.51 = agy 2%5'=20vagy 225°=4

Szisztematikusabb
20.50 20.51
21.50 2l.51
22.50 22.

Altalaban: 2- iy

III

Irjuk fel it fastrukturava
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90=2-3%25

14
Lehet-e a 14 osztdja 90-nek:

. 77
2. Miért. Mert: és .
0 14 90

Vagyis a 7-es primtényez6 szerepel a 14 felbontasaban, a 90-ben nem.

6 6
Lehet-e a 60 osztdja a 90-nek: 90? NEM. Pedig

Igen am, de a 60 kanonikus alakjaban: 2 db kettes szerepel, a 9 csak egy.

Vagyis mik lehetnek az osztdok a 90 esetében?
Azok, amiket a 90 primtényezdibdl el tudok allitani: zitsiink egyet
sem, szisztematikusan kellene 6sszeszedni 6ke
Kénnyedén tudunk mondani sokat: 12, 15, 10, 20
Szedjlik 6ssze szisztematikusan, fastruktiraval.

201

30,12

50
18 90

Mindegyik kimenet kul
az 6sszes 0szto.

inden lehetdséget lefedtlink, vagyis megjelent

Osztdk szam

ek — d(1440) =?

csak ebbdl a harom primbdél allhatnak eld, és csakis ugy,



Erdekesség: a primfelbontasbdl meg lehet mondani, hany osztdja lesz a szamnak.

Allitas: egy egynél nagyobb természetes szam osztéinak szamat Ggy kapjuk meg,
hogy a kanonikus alak létrehozdasa utan a kitevokhoz egyet adunk majd ezeket az
eggyel megnovelt kitevGket 6sszeszorozzuk.

FIGYELEM: A FA-STRUKTURA ES AZ OSZTOK SZAMA ,KEPLET” CSAKIS

KANONIKUS ALAKKAL MUKODIK!

n =2%3%7! Ennek a szimnak hany darab oszté

d(25:3%7Y)=

n =2%3%22.3% Ennek a szdmnak hany darab oszt

d(25:3%22:3%)=

OO0PS!

L 4

Erdemes megfigyelni: a hatvanyok oszt@inak szama ....

Kérdés: m

mészetes szam, melynek 6 db. osztdja van?

strukturaval!

77



1/9) LNKO
a)

Két vagy tobb szam LEGNAGYOBB KOz0OS 0SZTOJA (LNKO) - bevezetés
Def.: Két v. tobb egész kozos osztdja az az egész, amely mindegyiket osztja.
Pl.: 60 és 80 k6z0s osztoi: 1;2;4; 5; 10; 20

Kénnyebben lathatdk a kozos osztdok, ha a KANONIKU OT nézzik:
Példaul legyen a két szdm: 1080 = 23.33.5 és 756 = 22.33.7

Mondjuk k6z6s osztokat:

Mondjuk olyan osztékat, melyek csak az egyiket os k meg, hogy

miért csak az egyiket osztjak:

irjuk az aldbbiak mellé, hogy ,jo” v. ,nem j6, mert

22
2:32
23

7

13
2:3*

223

itériumok dllnak a k6zés osztokra:

35 a 3 szerepelhet primtényez6ként (mert csak azok szerepelnek
imban)

véje maximum ...... lehet,
a 3 kitevGje pedig maximum ................. lehet.

Vagyis megvan a LEGNAGYOBB K0z0S 0SZTO IS:



A 1158300 és az 143734500 szamokhoz keress olyan osztdkat, melyek csak az
egyiket osztjak, olyanokat, melyek mindketté6t, és keresd meg a Legnagyobb K6z0s
Osztot, az LNKO-t, VAGYIS: (1158300 ; 143734500) = ?

A kanonikus alakjukat kell figyelni: (23-3%.53.11-13; 22-3%.53.7-132)
irjuk az aldbbiak mellé, hogy ,,jo” v. ,nem j6, me

22 2:32

2° 13
233413
11-13
22.3%53.13

Fogalmazzuk meg sajat szavainkkal, h
meg az LNKO-t!

nonikus alakokbdl hogy talaljuk

L 4

Az osztok lehetséges elallits .50-3.130-1

Ez azt is jelenti, hog 2.3%.53.13 az sszes osztd osztani

fogjal
b)

0 osztoi a kozos osztok
az 0sszes kozos osztd a 108 osztdja
a 108 osztoi a kozos osztok.

zam LNKO-jat ugy kapjuk meg, hogy a szamok kanonikus alakjaban
primtényez6ket 6sszeszorozzuk a szerepl6 legkisebb kitevGjikon.

(22.3%7; 2>.3%5) =

. a kozos osztdk primfelbontasdban csak a ...... és a ... szerepelhet, a ......
CSAK @ veveere et - I pedig csak a(z) ..ooeveereeeevreereene. hatvanyon.
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d)

Gyakorlasuk
(1200; 720) = (24-3-52%; 24.32.5) =

(48;30) = ( ; ) =
(88;45) = ( ; ) =
(103;0) =

HAROM V. TOBB SZAM LNKO-JA:
(2%3%.52.11%; 243257 ; 32.53.7%) =
Az dsszes kozos oszto folirasa

Tudjuk, hogy: Két szam koz0s osztdiban csak a ko
mindegyik legfeljebb az el6forduld legkisebb kitey,

imtényezdk szerepelhetnek,

Ebbél az kdvetkezik, hogyha pl.:

(756;1080) = (22-33.7; 23.33.5) = 22.33 =
akkor: az 6sszes kdz0s osztdban csak a2 ésa 3 s
hogy a 2-nek 0-1-2 lehet a kitevGje, a 3-nak pedig 0-1
Es igy a kdzos osztok:

Ihet primtényez6ként ugy,
-2-3: 202.302

L 4

20.3020.31 20.32 20
21.3021.31 21.32 2
22.3022.31 22.32 2

Es ezek természetesen a 108

Kovetkeztetés:

Feladat: ird fol a 168 Osszes kdzos osztodjat!



1/10) Két vagy tdbb szdm LEGKISEBB KOZOS TOBBSZOROSE (LKKT) - bevezetés
a) Bevezetl - szdmok koz0s tobbszorose.

Mondjunk néhany tobbszorosét, illetve kdzos tobbszorosét a 12 és 18-nek.
Tobbszorosok:
12-nek: 18-n

K6z0s tobbszorosok:

Pl.: 12-18 = 216, vagy: 5-12:18=5-216 = 1080 stb.
Nyilvan a legtrividlisabb — legkézenfekvd 620s tobbszoros:

frjunk még kdzos tobbszoérosoket:

De van kisebb is, pl. a 108. De

Honnan latjuk, hogy egy szdm tobbszorose 120-nak:
A kanonikus alakbdl jél 1atszddik: 120 = 23-3-5.

A 23-3-7 nem, mert:

A 22-32.53.7 nem, m

A 23.3%5.7°1

IGEN, merta 12 3.3.5) a 33-7°-13-mal szoroztuk meg:

és kozos tobbszorosét a 24-nek és a 28-nak!

szuk ki a legkisebb kdz6s tobbszorost!
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Hogy talaljuk meg kdnnyedén a k6z0s tobbszorosdket, és az LKKT-t?
Természetesen: A KANONIKUS ALAKKAL!
[504 ; 5808 ] = [23-32.7; 2%-3-11?]

Vizsgdljuk meg az alabbiakat

2%3%7:11
243-7%112
28.36.5%.74.115137
243-7%112

24327112

7-nek, mert az 504-ben szerepel... és b az els6, vagy magasabb
hatvanyon.
11-nek: mert az 5808-ban szerepel... és legaldb

magasabb hatvanyon.

. hatvdnyon, vagy

o

ami ennél tobb/tobbféle primet

VAGYIS: legaldbb: 24327
tartalmaz.

Vegylk észre, hogy igy a |
tobbszorose!

z26rosnek minden kozos tobbszoros

Tehat oo sok kdzos

uk a szereplé legnagyobb hatvdnyukon.

Az LKKT igy KITUNTETETT KOZOS TOBBSZOROS is, vagyis az LKKT minden kozds
tobbszoros osztdja (neki minden k6z6s tobbszoros a tobbszorose).



Relativ primek kdz6s tobbszorose:
[23-57; 3-113-13%] = 23-3-57-113-13% vagyis: a szorzatuk, mert relativ primek.

Relativ primek legkisebb k6z6s tobbszorose: a szorzatuk.
All.: (a;b)=1=[a;b] = ab

Allitds: két szdm legkisebb kéz6s tébbszérését meg
szorzatukat elosztom a legnagyobb kézo6s osztojukkal.

m ugy, hogy a

a-b
a;be Z\ {0}. Ekkor: [a;b] = 7. Elhisszlk...

(a;b)

Gyakorlas:

(100;280) =

(1200; 264; 1470) = [

00; 26441470]

egnagyobb kétjegyl szam, amelyre:

ehet az

y ésaw, ha (2%33.5-13; 26.3v.5%.7) = 24.33
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c)

Mennyi x, y, k, m, ha: [2%-32.53; 24.3V.5k.7M] = 24.33.53.7 |egyen.

[a;b] = 23-5%7 (a;b) = 2%:5 Mi lehet az a és a b? )
[a;b] = 2%3:52.7 (a;b) = 22:5%.7 Mi ehe%

”a” é ”b”?

Amok 6sszege?

Mennyia-12;-11;-10 ...

Mennyi az els6 20 te

Mennyi 100-t6



d) *Hany olyan kétjegyl szam van, amelynek kil6nbo6z6k a szamjegyei?

Egy futéversenyen a fidkat 15 masodpercenké . dpercenként
inditjdk. Az els6 par egyszerre indul. Hiny masodpe ra egy fiu-lany

par?

*Hany 0 all az els6 100 pozitiv természetes szam

e) * Csalunk, vagy nem
van, mint amennyi pdros
. Mind of ndo ega ,tobb”, ,kevesebb” ,egyenl6” fogalmat véges

j6 parba-allitast a természetesek és a paros természetesek
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Az egész szamok
[1/1) Definicié és alapok

a)

b)

d)

Definicio

Az egész szamok azok a szamok, amelyek folirhaték 2 természetes szam

kiilonbségeként.
PI.:

Az egész szamok halmazanak a jele
Jelik: Z Vagy: Z Kézzel leirva:
Z2={0;1,-1;2;-2;3,-3;4...}

Melyik a legnagyobb nem természetes egés

Hanyan vannak? Tébb egész szam van-,

Abréazoldsuk szamegyenese

NcZ

Adott a
Ekkor A



[1/2) A részhalmazokrél bévebben

Definicidé — Részhalmaz
Adott H halmaz. (Azt mondjuk, hogy) ... az A halmaz részhalmaza H halmaznak, ha az A
halmaz minden eleme eleme a H-nak is.

Definicio — Valodi részhalmaz: Adott H halmaz.
... az A valadi részhalmaza H halmaznak, ha A minden elem
olyan eleme H-nak, amely nem eleme az A halmaznak.

JELEKKEL
Részhalmaz: Adott H halmaz. ... AcH < (V xe

a H-nak is, de van

ird le a jeleket Gjra kézzel:

(,,A része H-nak akkor és csak akkor, ha barmely setén x eleme B”)

Valédi részhalmaz: Adott H halmaz. . €A = xeH) A (dyeH- yg A))
ird le kézzel:

(,A valddi részhalmaza része H-nak akkor és csak akkor, ha barmely x eleme A
esetén x eleme B és van olya e H-nak, hcwaz nem eleme A-nak. ”)

Mondjunk hétkdznapi példakat
Pl.: Iskola 2 osztily: ha az ele

(Abban az esetben van egyenl osztalybdl all...
Hangyak c Rovarok
(Biztos, hogy valddi rész

79aC€7.a de 7.a¢7

aticabogarak és poloskak is.)
Talalj még valddi részhalmaz relaciot!

A természetesek és az egés . ae N=qgel.

ird le kézzel:

eleme a természetes szamoknak, akkor abbdl az
z szamoknak is.

Kiolvasva a jele
kovetkezik, h

gészis.” ,,Amitermészetes az egész is.”
, akkor egész is” ,A természetesek egészek is”.

eibél kériilhatdrolhato (ideiglenesen kijeldlt, megfigyelt) halmaz.

Pl.: az osztaly kékszem didkjai csak részhalmaza az osztalynak, de nem eleme!
Mert akkor az egy 20 labu 10 fejl kékszem(i Iény lenne — eléggé rusnya lehet, és raadasul
be se fér egy padba.
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11/3) A —mindig — elvégezhet6 miiveletek az egész szamok korében

Elvégezhet6 miveletek:
Nem mindig elvégezhetd mlveletek:

3
Az ,kivezet” a raciondlis szdmok testébe. (pl.: 2,5 vagy —; stb.)

Es még ott sincs olyan szdm, amelyet négyzetre emelve

[ll. A Racionalis szamok és egy kicsit a ,,Valds” szamokrol
I11/1) Definicio - alapok
a) Definicio

A racionalis szamok azok a szamok, t egész szam

hanyadosaként.
p S5 . 7
xeQ< dp,geZsx=— Pl.: —=1,6 . 1==
q 3 1
Fontos tulajdonsdguk: a raciondlis sza és csak azok, melyek felirhatok

véges v. végtelen szakaszos tizedes tort alak

b) Melyek ezek a szdmok?

2 . .
5; -10,23; 0; 5; 1,2435 355... végtelen sok 355 van leirva.)

Van olyan szam, ami nem
Az a szdm, aminek a négy
irhaté fel két egész sza

a racionalis szamoknak. Vagyis nem

Négyzetgyok 10 = 2277 660 168 379 331 998 893 544 432...

r kerilete ~ 3,141592653589793...
inkabb egy becenevet adtak neki: .

amok halmazanak a jele: Q. Q (quotiens: hianyszor, mennyiszer)

ird le jelekkel: k valédi részhalmaza a raciondlisoknak”:

Abr3 k szamegyenesen:

Olyan s(r(in kellene pontokat abrazolni, hogy azt csak folytonos vonallal tudjuk
hazni, de mégis nagyon lukacsos.
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1 2
Sdgrdg: pl.: 5—— (5,001) és 5—— (5,002) kozott is van szam: pl:
1000 1000
! +5 2 15
1000 ~1000 _ ¢ 50015
2 10000

a—+
Az el6bb elvégzett mlivelet: az a és b szamok szdm Ozepét adta.

Szamtani kozép:
Vagyis két szam szamtani kozepe: 6sszegiilfele.
Ot darab szam szamtani kdzepe: ésszegiik 0

Szamold ki: a csaladdod életkoranak szamtani

Megmutathato, hogy a raciondlis szamok te 5| nem vezet ki a négy

alapmdivelet!

3bb a luk, mint a pont, vagyis joval tobb
ik nem racionalis!

A szdmegyenes azonban n,
olyan szam talalhaté a sz

ird le kézzel Gjr

R: a valds sza 6zéjuik tartozik példaul: T, /2. Ezek nem racionalisak!

Q R4Q
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[11/3) Felirdsuk: tortként, vagy tizedes tortként
Minden véges v. végtelen szakaszos tizedes tértként felirhatd szam raciondlis, és minden
raciondlis felirhatd véges v. végtelen szakaszos tizedes tortként.

~==1,375 — =2,§, > =7,£35714é
40 3 7 27

Vegyiik észre, ha mondjuk 13-mal osztunk,
és a szdm nem oszthatd 13-mal,

akkor legkés6bb a 12. osztas utdn ,visszajon a marade
21:13=1,615384 6 1538461538461...

De érdekes, hogy mar a hetedik maradék olyan vo
Ezek mind véges, vagy végtelen szakaszos tizedes torte

De: 2,101001000100001... (két 1-es kozott
szakaszos tizedes tort - nem racionalis szam.
Az a szam sem raciondlis, amelyiknek a négyzete 1 isa 10

S6t: azon a szamegyenesen, amely pontjai a racionadli mokat jelolik, és amelyet
igazabol csak egy vonallal tudunk jeldlni: nagyon sok ,luk” van, tébb, mint amennyi
pont!!!

indig n6 eggyel) végtelen, nem
tudjuk bebizonyitani.

[11/4) Az elvégezhet6 miveletek a ra lis szd en

A raciondlis szamok testében miadig elvégezhetd mind a négy alapm/(ivelet, vagyis a négy

alapmiivelet nem vezet ki a racio szdmok t

adott nemnegativ szam.
zazx¢Q. x=1,41421356237309504880168872421...

Avalds sza
a szdmegy .
igy a szdmegyenes mar nem lesz ,lukacsos”, mint a raciondlis szamok esetén.

ar ,kolcsonosen egyértelm(in” meg tudunk feleltetni minden pontot



Avalés szdmok jele:R.  fgy:R>Q>Z>N.
Irracionalis szamok: a nem racionalis valosak: R\Q Szoktak ket Q*-gal is jeldlni.

Amikor szamokrdl beszéliink, akkor a valés szamokat értjik rajta.

Ha szUkiteni akarjuk a kort, azt kiilon jelezni kell: pl. ,,egész szdm”
Erdekesség: természetesek — egészek — racionalisak nannyian vannak, de a
valdsak 6sszehasonlithatatlanul tébben vannak naluk!

IV. Egy kicsit a halmazokrol
IV/1) Halmaz megadasa

a) Elemeifelsorolasa: A ={2;5; 13}, B ={I6; virus; tele

A sz(ik csaladod halmaza = {

0-t6l 10-ig a primek halmaza:

B={

b) ,Akozelebbi osztaly, és az

Legtobbszor nem lehet fe Ezért vesziink egy nagyobb halmazt,

a kivant halmazunk elemeit.

,Genus proximum
Legko inem és
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IV/2) Venn-diagrammal térténd rajzolas
a) Rajzoljuk fol az osztdlyba jaré K = kék szemdiek és

az N = németil tanulék halmazat. Alaphalmaz a H

= osztaly. Mindenhova irjuk egy-egy gyerek
monogramijat.

b) Rajzoljuk fel a A =6-tal B=10-zel oszthatd szdmok
halmazat. Alaphalmaz: N.

Vegylk észre:
A = a 6 tobbszorosei...
B =a 10 tobbszorosei...

Vagyis a metszetik:

IV/3) Halmaznak minden tipusbdl csak'egy eleme van

H={
Szavakkal: a H halmaz s

ird fel az oszta

azt rajzolunk fol, akkor els6é nekifutdsnak — ha a jézan ész masképp
rajzoljuk fol 6ket, hogy mindnek legyen metszete.



VI.

Gyakorlas

V/1) Eldontendé kérdések (Igaz/Hamis)
a) Amiraciondlis, az egészis. ...............
b)  Minden egész felirhatd két egész szam hanyadosaként. ...............
c) A Oirraciondlis szam. .............
d 5|0 ..
e) Van olyan valds szam, amelyik felirhatd két egész hanyadosake

f)  Két racionalis 0sszege raciondlis. ...............
g) Kéttermészetes kiilonbsége természetes. ..............:
h) A mfelirhatd két egész szdm hdnyadosakénti  im..........
i) Két egész 6sszege racionalis. ...............
i) Ha az egészekbdl elveszem a raciondlisakat, akk

k) Egy racionalis szdmhoz mindig tal3
négyzete az eredeti racionalis szam. .......5

V/2) Venn-diagramok ,feltdltése” elemekkel

Cimkék: R;Q;Z, N

asik racionalis szdm, melynek

ird be a cimkéket, rajzold be a hidnyzéellipszist, ird be‘fmokat, majd satirozd be az lires

halmazt!
13 . .
— 0,3527 0,3

0 -4,8 -43 7
0,123456789101112...

T J5

Egyéb m(iveletek a ra

Melyek azok a szdmok, melyek abszolutértékének ellentettje 6nmaguk: —|x| = x
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VI/3) Szam egészrésze

a) Def.: Egy szam egészrésze a ndla nem nagyobb egészek koziil a legnagyobb.
Erdemes szamegyenesen figyelni

Egészrésze: -1

Szdm: -0,2

-5 -4 -3 -2 -1 U 0 1 2 3 6 7
Szgm:-4 ﬂ SZD““ 17 Szﬁm: 0 ﬁ Szﬂa'm:Z,GS
Egészrésze:-2 Egészrésze: 2
Egészrésze: -4 Egészrésze: észrésze
Jele: [x]

b) Gyakorl3s:

[5,3] = [5]=
[O] = [_2r8] =
[-122,76] =

Itt hasznos a vegyestort:

k Osszege egyenldé a két szdm Osszegének

két szam ...”.
vannak olyan szamparok, amelyekre ez nem igaz.

[4,5]+[5,6] =

facebookra... Az eredménye pedig...

Példaul: (3+5)2 =32+ 52



d) Intervallum dbrazolds szamegyenesen, és jelolése (ird le szavakkal is az
intervallumot!)

Mit jelent: xe[2,8; 10] & 2,8<x<10

s
7 6 5 -4 -3 -2 8 9
xe[-5;4,7] ©
s
7 6 5 -4 -3 -2 8 9
xe]0; 6,5] &
s
7 6 5 -4 -3 -2 8 9
xe[-5; 1] &
X
7 6 5 -4 -3 -2 8 9
xel-7;6,75[ &
X
7 -6 -5 8 9

e) Argumentum visszakeres
Vigydzat, a kérdés becsap

[x] =4 Mennyi az x = -5 Mennyi az x?

VI/4) Szam tortrésze

a) az egészrésze - vagyis: , Az egészrészétdl vett

POZITIV ERTEKU
{0,29} =
{3}=

{-4,8) =
-4} =

Ugy is el lehet képzelni, hogy a hozza legkdzelebb esd, nala nem nagyobb egésztdl
vett tavolsaga, vagyis az egészrészétol vett tavolsaga: x—[x]

_212 ‘ 3,8

-56 -4,8
7 —'ef' —"\ -4 —'3' T2 -1 0| 1 2 3 i
0,4 0,2

0.8 0,8

5.4
4 5' 6
0,4
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b) Gyakorlasa

{1,23} = {10} = {100,001} =

=2} = 1,7} = {-0,08} =

- 5
(=

Eszrevétel: minden egész szam tortrésze:

Melyik az a legnagyobb negativ.

, amely tértﬁe 0?

Mekkora lehet egy sza Ortré lasz nem egy konkrét érték, hanem
érdemes a korabban tanu alni...)

sgn(0) = sgn(-5,2) =

Az x akar et, mennyi a kdvetkez§ kifejezés étéke: sgn(x?+1) =



JELEK JELEK JELEK
VII/1) Jelek neve - ird mellé a pontozott vonalra kézzel

V: minden, BArmely ... e
E i eleme & :NeM ClEME ...

Pl XE R e ettt e e e s et e e e e e et tetee e eeseeeaee et

Vagyis: ,x eleme a valds szamok halmazanak”
Elegdnsabban: ,x valés szam”
d: [étezik (olyan), van (0lyan) ..o B e

A nem létezik (olyan), Nincs (0lyan)  oiiieieeieineeeeeereerees s e

d! egyértelmden létezik (olyan) (pontosan egy olya

—s : olyan hogy (a nyil a ,vonalon” halad):

Pl: FalMa — PIroS oo

,Létezik olyan alma, hogy piros”

Szebben: ,Van olyan alma,

Még szebben: ,Van piros
= < N koévetkezés jel:

,-bol kovetkezik”; ,eset .7 stb.

(V) XEQ = XER. € it e

,Haxelemear amok halmazanak, akkor x eleme a Valds szamok
halmazanak is”

IBAaZ: XER B XEQ eovvvvirceivie e
abbdl még nem kovetkezik, hogy valds is)

III
.

k akkor egész szam, ha egészrésze = 6nmagava

,most tanulok v nydron tanulok”
»szorgalmas vagyok A rendes vagyok”

Figy “"matematikdban a ,vagy” nem ,kizdrd vagy”: A ,moziba megyek vagy
uszodaba” jelentheti azt is, hogy ide is és oda is megyek...

igy ha azt mondod dcsikének, hogy , Milkat eszem meg, vagy a Kinder tojast”, majd
befalod mindkett6t: nem hazudtal... matematikailag...
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VII/2)

VII/3)

VII/4) Egyéb jelek a szamokna

Halmazok jel6lése, megadasa
A; B; C stb. Vagy: elemeik felsoroldsaval, de akkor 1 elem csak egyszer szerepelhet:
Pl.: a MATEMATIKA sz6 betlinek halmaza: H={M; A; T; E; |; K}

@ ={ }: Ures halmaz az a halmaz, amelynek nem létezik eleme.
Pl.: azon emberek halmaza, akik mar jartak a Marson.

|D] =0 |{}| =0 (Ures halmaz szdmossaga0) de: |{@}| =
(Ez  utébbi olyan, mintha egy szekrényben v egy dolog:
egy lres szekrény.)

Szamhalmazok kapcsolata; kivonas

N c Q (A természetesek szdmok halmaza valédi ré nalis szamok
halmazanak)
Vagyis: (VneN=neQ)A(IxeQ - x&N)

TP 18 KEZZOI: e e e ...
Halmazok kivonasa: A halmazelméleti, min

Z\N: Z 6sszes olyan eleme, amely nem eleme N-n
(Jelen esetben: Z\N = {-1; -2; -3; —4... }

Z\Q = e

Z\{0} = a nem nulla egész szam SRR A

Q\Z = a nem egész racionalis s SRS S

RS R7Z50N"Q0, Sth. e i et e

Az egészekre, természetese az abc elsé betdit hasznaljuk: a,b,c,d,...t, u.
A valdsakra: x,y,z,v,w

A raciondlisakra ba

a legtdgabb halmazra kell érteni. Alapvetén a
an szam, ...: VxeR...

YceN = ceZ



agZ=a¢N

dxeZ .xeN

25 Q; Z%. . ’
HIbEZ—>b2 =1
AneZ ,n*=8

L 4

VkeN = ke Q

AxeR - x*<0
(peQ’ - p’eN) = peN § '
k

A kelR |

A3lpal = 3|(p/10)
AxeZ
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Definicid: xe Q< d p,geZs x = p
q

Jdxe Q\Z - {x} = {10x}

AxeQ_x2=5

b) ird fol jelekkel
Részhalmaz: Azt mondjuk, hogy A halmaz része Im ha A minden eleme
B-nek is eleme.

Valodi részhalmaz: Azt mondjuk, hogy A halmaz valédi része B-nek, ha A minden
eleme B-nek is eleme, és va eleme B-nek i nem eleme A-nak.

Ami természetes az valods ist

Ha egy szam egészrésze kisebb 6nmaganal, akkor az nem egész.
Préba:

Jol:
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EgyértelmUen létezik egy olyan pozitivtermészetes szam, mely négyzete Gnmagaval
egyenld.

Prdéba:

Jol:
Nincs olyan racionalis szam, amelynek a négyzete hé

Proéba:

Jol:

Egy nullanal nem kisebb, de 1-nél kisebb szam
Préba:
Jol:

A szorzas nem vezet ki a természetes szamok kor
Préba:
Jol:

Ha két természetes szam osztja egymadst, akkor
Préba:
Jol:

Egyértelm(in létezik egy o ds szam, mely négyzete 3.
Préba:
Jol:

Barmely racionalis nyadosaként.

Prdba:
Jol:

10 barmely Gs hatvanya el6all két négyzetszdm Osszegeként.

etes pontosan akkor prim, ha 1-en és 6nmagan kivl

Oja: Legyen a és b egész. Ekkor a osztja b-t akkor és csak akkor,
ész, amellyel megszorozva a-t b-t kapok.
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Hatvanyozas

l. Definicid és azonossagok 6 ————=Kitevé
Alap ——§

I/1) Bevezetés
23:=222=8
54 =5.5-5:5=625
(-10)° = (-10)(-10)(-10)(-10)(-10) = —100 000
16 = 05

I/2) A ,hatvany” definicidja

1. 2.
Def.: aeR; ne N\{0;1} = a": = a-a-...a (,Olyan szorz

,a” az alap, ,n” pedig a kitevé. Olvasd: ,,d az n-ediken”, ig: ,dad n”.
a? =, d a masodikon” v. ,a négyzet”
a® = ,d a harmadikon” v. ,,a kéb”

a*=,d anegyediken” v.  —-----e-

,d a kaadikon”v. e »aad k” =

ak
1. k.
a-

Q~ |l

Zardjelezés, mliveleti sorrend:

ugyanis: 2% = 2(3) =28=2
4
mig: (2°) =8*=4096
I/3) Hatvany szorzat alakban —

a) Konkrét szamokkal
1°=1-1-1-1-11=

349 412 352 (25 jegy)

2,53 =2,5:2,5:2,5 = 15,625
~1,7)-(-1,7) = 0,22=

Mert a hatvanyozas megel6zi a szorzast! (-3 =-1-3)

-10%=
b)
orzas-osztas,
véglil az 6sszeadds-kivonas.
c) Jelekkel:
XXX = ag-a-a-a-a = 4-4-4-X-X"X"X =
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I/4) Azonos alapu hatvanyok szorzata

a) Bevezetése
24.25=(2-2:2:2)-(2:2-2:2:2) = 2-2:2:2:2:2-2:2-2=2°. 4 db + 5 db = 9 db!
Eszrevétel: a kitevSk dsszege lesz a végeredmény kitevdije.
32.34.33 = (3-3)-(3-3-3-3)(3-3-3) = 3-3-3-3-3:3-3-3-3 = 3°. 2 db+4 db+3 db = 9 db!
Eszrevétel: a kitevék 6sszege lesz a végeredmén Gje.
b)  Azonos alapu hatvanyok szorzata
Monddka: azonos alapu hatvanyokat ugy szorzunk, hogy az ot a kitevék
Osszegére emeljiik.
ird 4t a hatvanyokat el6szor zardjelbe szorzatokka, yalakba!
232522 =
3238303 =
(7)(=7) =
Itt elég a végeredmény: 27-3-2°-73.3%.3.
Figyelem: a végeredményben mindig el8szo amokat irjuk novekvd alap-
sorrendben (,,kanonikus alak”), utana a betliket abc'serrendben.
Még egyszer a negativ szamo 2
(-3)4= - pa am szorzata: pozitiv
(-2)°= - zam szorzata: negativ
Mondéka: ,Egy nem O kor negativ, ha paratlan tényezdje
negativ.”
—26=(-1)-2%=(-1) megszorozva —1-gyel.
x*(=2)7-(-2%)-a*x%a a-5M-x*-a%58.a%.xP-a? =
5°.24.38.5k.2.31.5.20.3n =
I/5) Azonos alapu ha 3 2s az egész kitevok

2 2222222

2° 2:2.2-2.2
(-5)

(-5)

2013:20%0 =
28
2—3 =
714 07
153215= ? = 52
37.3° 15*-15%°
3.3’ 15%.15°
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Az el6z6 allitds alapjan gyanus kitevék jelennek meg:
2 _ 2.2.2.2.1.2‘
2’ Z-7

20 2.2.2.7.7.
— = 7-77 =203=2.22=23=8

=262=2222=2%=16

vagy épp —3-szor?!

c) Definicié: az 1. ésa0:
aeR = a': = a. Vagyis: Mi am 1. hatvanya legyen maga a szam.

Pl.: 10" = 0'= 1= (-1)'=

ly nem nulla szam nulladik hatvanya: 1.

10 = (-100)° =

-t oszthatjuk, de 0-val nem osztunk és 0° nincs értelmezve.
50.53 = 31.33=
ig az el6jel meghatarozasa az elsd!
(=5)°-(=5)%(-5)" =
(-2)°(-2)° = —2%(-2)°2%



d)

Definici6: Negativ egész kitevék: ac R\{0}, keN = a™*: = —

a
PI: 2‘3=i3=1=o,125 5‘4=i4=i=o,0016
2> 8 5" 625
Motivacidja:
5 1 1
5°=5"=====—=0,04 52=5"° —=0,04
5 5 25
Vigydzat: a hatvdnyozds végeredményének elgj
kitevé paritdsatol fiigg, semmiképp sem a ki Gielétsl! E es el6szor az
eldjellel ,,elbdnni”!
(-11)" _
-11*
5 1
27 =—-=0,03125
2
1

BRESNG

k szorzata, hanyadosa

=2 akitevsk: 3+(-7) =—4 vV

2:2:2-2

1 —
2%
an
Tétel: acR\{0}, k; neZ = a™a*=a""illetve a™a*=— =a"*
a

Példaul:
2427 =241 =23-0,125 illetve 24%27=2471=211=2048
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Figyelem: érdemes el6szor megallapitani az el§jelet!
1 1

510'5_12 = 5_2 = ? = g = 0’04 7—20 . 7—15 -
1278.128 = 1517 =
(=2)%:(=2)1°= 35:3%=
> - 2

38 122

-17?

56
5
5—6.(_5)—6 -
274271 =

c) Gyakorlas

-3,

x3x =

X
10%: 0,001 =
53572 =

Figyelem: a sorrend:
(-7)-b73-a3-2>b’-78-3%-2
(-3)%27-337

z6 novekvé sorrendben, majd abc.
a3.22.34.2—5 '3_3'3_4 =
5—2.32.34.2—5_50_2—4 =

lem: el6sz6r az eljelet érdemes meghatarozni,

52
F
b2
b
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I/7) Szorzat hatvanya
a) Bevezetés: az aldbbi két mlivelet oda-vissza miikédik!

(2:5)3 = (2:5)(2-5)(2-5) = 2:5-2-5-25 = 2:2:2-5-5.5 = 23.53 &s visszafelé is!!!
1 1 1

1
(2:5)73 = oy = az el6z6 sor alapjan = s = 7

=273.573 _ visszafelé is!

b) Monddka: Szorzatot ugy hatvanyozunk, hogy a tén t az eredeti

hatvanykitevére emelve 6sszeszorozzuk.

Vagyis: a,be R\{0}, ke Z = (a-b)* = a*-b*.
(2-5)4=2454 (7-10)3=773
(10)*=(2-5)% = 24.5% (70)32=(2-5-7)"

Most mar negativ kitev6jl hatvanyokra is kimon egszokott tételt!

se 1s

Monddka: Azonos kitevdjli hatvanyokat ugy s
kozos kitevore emeljiik.

2%3%=(2:3)°=6°

az alapok szorzatat a

.10 = (11-10)* = 1107

c) Gyakorlds: Ne legyen se zardjel, se tort. Ami ne anonikus alakban van, azt
kanonikus alakra kell hozni; ami an van, ott a yégeredmény egy hatvany legyen.

37.117=

(25)? =
3500000 =

3240000 =

27-5% =
2452.2:52 = 3.2%.5%73:2:2%5% = 6:(2:5)* = 60 000

d) Negativ szamok hatvanyozdsa a szorzat hatvanyozdsat haszndlva:
(-3)4=(-1-3)*=(-1)*3=1-3*=81 (-3)°=(-1-3)°>=(-1)>3°=-3>=-243
(-2 (-5)'=
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(172 —2 =1 (A= —— =1,

(-1)° (-1)°

Vagyis kimondhatjuk, hogy: (-1)P¥s=1 s (—1)rératln=—_1

(-4)° = (-5)*=

(=5)*= (-12)7 =

Tehdt: negativ szam pdratlan kitevds hatvdnya negativ, pdro v8s hatvdnya
pozitiv értékd.

A O-ra végz6dés

12000 =12-10-10-10
Eszrevétel: Egy szam annyi O-ra végzddik, ahdny ti otényez6 van benne.
12000 = 2°-3-5%. Hol van itt a 10-es szorz4?

Hat itt: 1200 = (2%-3)-(2*:5%) = . (2%:3)«(Z"

Hany O-ra végzédik: 273353 =

Hany 0-ra végz6dik a 15! (

Mo.: 15! :=1-2-3:4-5-6-...-
van benne. Ez pedig

égz6dik, ahdny 10-es szorzétényez6
enne a kanonikus alakjaban.

, €s a 15-0s tényezd miatt van: 3 db. Tehat 3
is. 3 db. O-ra!

2:13-14-15-16- ...-23-24-25-26-...-49-50-51-... -149-150



I/8) Tort hatvanya
a) Bevezetés

GGG F-GEERES
s EEEEE )

b) Tortek

hatvanykitevére emeljiik.

Monddka: Azonos kitevdjii hatvanyokat u ok hanyadosat
az adott kitevore emeljiik.

Az allitas negativ kitevére is miikodik!

Vagyis: a,be R\{0}, keZ = (%}

Gyakorlas - Ne legyen se zardjel se tort — mi azi kanonikus alakra!

4 4
E = 5_ =54.774
7 5’

ak ugy” — csakis a szabaly szerint!

2
6
147
217
1
-5-5)-(5-5-5) = 5°. (731 = - = 773,

b) Monddka: Hatvanyt ugy hatvanyozunk, hogy az alapot a kitev6k szorzatara
emeljuk.
acR\{0} A m;neZ = (a™)" = a™".
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c)

Gyakorlas. (Ne feledjiik, érdemes elGszor az elGjellel ,,elbanni”!)

(35)6= (36)5 - (3—5)6 -
(537 = (22:3)% = ((72)3)* =
(bey)*)? = S

Mostantdl (kvazi) KANONIKUS ALAKOT KEREK

25% = 27°=
(243%° = 14410 =
(12a)} = 2473 =
88007 =

((15-25)7)* =
((45a%)5-14473)4 =
(((3a7)-50)7)> =
(16%)7%(56%)* =
(1072)(10%)° = 314,123 =

ELOJEL: Csak a negativ sz
értékda.
(-2)® — POZITIV
ird oda az elGjelet
(-5)°—
5 3
i
(1193 =
(~58)3 =
(-3%)2 =

, és ne legyen tort!

—2871 =

((-36))° =

(-2) =

(-5)°= —368 =



Ne legyen se zarodjel, se tort és minden primtényezGs legyen! (Kvazi kanonikus alak.)

z)-
&)
%)) -

(((2%)%° =

d) Hogy is néz ki egy hatvany reciproka?

. 1 .
2° reciproka: — . Ez mennyi? Az 1= 2° Ezé =27,
2
-2 . . 130 2
137 reciproka: — . Ez mennyi2 - = —5 =13
3 3 13
Pl.: 3% reciproka: — =3 =(-12)3=-1273.
277 reciproka: — = 5%,

1772 reciproka: 172.
e) Gondolkodtatok

00300 [ 300%00 * 23 3%

Es 10%:
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Legaldbb hany szdmjegybdl all? Probalj pontos becslést adni: 21097,

Ne feledjik, a ,legalabb”-nal mindig ala kell becsiilni — de a lehet6 legpontosabban!

dni: 1480

Korilbelll hany szamjegybdl all? Probalj pontos be

1/10) Osszeg, kiilénbség hatvénya
Nem egyezik meg a hatvanyok 6

Példa: (1+2)° =3%=243215+2°

Emlékezziink: ha egy mUivelete j sszegen, az nem egyezik meg azzal,
hogy el6szor az 6sszeg tagjain vé jtj letet, majd utdna dsszegziink:

Lasd: [2,6+3,7] = 6% [2,6]

Két egymds utdni ég sorrendisége a legtobb esetben nem

folcserélhetd!
Anyuci sem el8sz@ Ut j cukrot, lisztet, majd utdna keveri 6ket dssze... (Ha

# abszolut érték egész részével:
|[_213]| # [|_213|] =

{1,3)#{1,3%} =

(5+2)° 2 53+23 =
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I/11) Gyakorlas
Ne legyen se zardjel, se tort: minden , kanonikus” alakban legyen
81° = 1257 = 1003 = 123 =
14°:1473 = 10%10-107 =

14410 = 32°=

3)-

20° _
10°

(tze)') -
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(247 15)" -100*
*
487%.457

_ (45724) .28 50°
507324737637

Mennyivel egyenl6:

375-250-96-80 =

Hany 0-ra végz6dik: 400!

Legaldbb hany jegy(: 2377,

114



II.  Szdmok normalalakja
[1/1) Bevezet6
Egy elektron tomege
0,000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 910938 22 kg, azaz
9,109 9,109

10000000000000000000000000000000  10*
A Fold tomege =5 973 600 000 000 000 000 000 000 kg = 5,9736-1

-10%3 km

=9,109-1

Legkozelebbi csillag: Proxima Centauri, 4,2 fényévre:
(1 fényév: 9,460529-10*> m = 9,4605 billié kilométer =

Fény sebessége: 300 000 km/sec

152=225
Szamold ki: 1,5-1,5=

Szamold ki: 1,5-15=
11/2) Tiz hatvanyai
0,001=1073 1000 = 103
[1/3) Szamok normalalakban
a) Ranézésre
20=2-10' & -20=-
Vagyis a szamot ugy irju
[1;10[ intervallumban, a

old ki: 16-1,7=

em figyelve az els6 tényezd legyen:

megfelel§ hatvanya.
[1;210[ intervallum oli: 1<x<10.

Mondj ilyen x-eket:

320= -320=
0,03 = -0,03 =
48 200 = 48 200 =
10= -10=

01 -0,1=

—vagyis a 0-at nem bantjuk.

0,056:10% =
5600-107° =

a 2,03-10° normalalakd szdmmal?

b) 203103 c) 203 000 d) 20,3-10°

e) 0,0203-107 f) 2,025'9-105
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b) Lépegetve: ,Tizzel hogy is osztunk, szorzunk?”
(i)  Egynél nagyobb abszolut értékliek — |épegetek a tizedesvessz6vel

5-10°= 5 00

3,6-10%*= 3 6000,

6,1025-10° =6 102 500 = <> -6,1025-10°=—-61025
(ii) Egynél kisebb abszolut értéklek

0,1=

0,01=

0,0023 =

0,0,0,0,0,0.0,0,0,3,4507 =

[1/4) Normal alakban felirt szamok helyiértékesen
a) Egynél nagyobb abszolut értékiiek

3,4-10% = 1,01-10!

b)  Egynél kisebb abszolutérték

3107t = 03-10°=

7,84:1078 =

[1/5) A normal alak definicidja
Def.: ¥V nem nulla valés
ahol az els6 tényez6 abszo

pedig 10-nek egy egész kitevo

értelmuen felirhato olyan kéttényez6s szorzatként,
[1;10[ intervallumba esik, a masodik tényez6

0,045-107° =

305-10% = 520:107 =
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[1/7) Mlveletek normalalakra hozott szamokkal

a)

Szorzas

,Kényelmesen.”: Azaz: 2,3-10% helyett érdemes 23-10%t irni szdmolas kézben — és

csak a végeredményt irjuk at normalalakra!
2 500-800 =

32 000-15 000 =

60 000-120 =

120 000-1 700 =

0,000 08-0,007 =

0,000 013-0,000 015 =

0,0014-190 000 =

0,000 25- 60 000 000 =

200-70-2 000-3 000-20 0

8 200:50 000 =

680 000:0,008 =

117



0,000 2:0,000 000 16 =

300-10°
8-10’-2000

25000000-16-10°
8-500-107-40000

27000000:0,00000000009 =

d) Kivonas, 6sszeadas
10 km hany cm?
43 kg hany gramm?

25kg+1,8dkg="
Mo.:
kilo: 1000
deka 10 (pl.: Dekapoli izva meron (Boccaccio): , Tiz nap”;
Dekatlon: ,Tizpréba”

Dekara atszamolva: 1
igy: 25 kg = 25-

3-105-2-107 =

3.105+2-103 =
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e)

3:107+2-1077 =

3:10°-2:103 =

3-105-2-107 =

9,7-107°+8,3-10°° =

9,7-107°-8,3-10° =

1,8-107-9,2-10°% =

ElGtagok (prefixumok)

EIo'tag Jele Neve Pl.:
(prefixum)
piko- p billiomod 10712 | pm (pikométer)
nano- n s (nanosecundum)
mikro- K (mu) ug (mikrogramm)
milli- m mm (milliméter)
centi- .,
(ritkan) cm (centiméter)
?r(ietcll;ém) 1071 | dl (deciliter)
deka- . 1
(ritkan) tiz 10 dkg (dekagramm)

102 | hl (hektoliter)

zer 103 | km

illio 10® | Mt (megatonna)

milliard

9 .
(ezermillis) | O |Gt (gigatonna)

Tm (1 teraméter: kb. a fény
billié 102 | &ltal egy 6ra alatt megtett Gt
(fénydra))

ikdban

24 Bajt = 21° Bajt

AT 910 AT 20 7.
024 kBajt = 1024-2'° Bajt = 2°° Bajt Kb. 1 Millié Bajt

= 1024 MB = 1024-2?°B3jt = 23° B4jt

=1073 741824 Kb. 1 Millidrd Bajt

1TB = 1024 GB = 1024-230 B4jt = 240 Bjt =

1099 511 627 776 Kb. 1,1 billié Bajt
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f)  Mértékegységek atvaltasa, szamitasok

mm—>Ccm

cm—km

mm?2—cm?

dm2—km?.

m3—km?3

Hany cm? Magyarorszag teriilete?
Mo.:1km=103m=  cm
= 1km?=( cm)? =

= 93-103km?=

Hany m3 egy hidr a gomb alakunak képzeljik, amelynek a

sugara: 78 pm.

Mo.: 1 pm =102 m.

pzelve az atlagos szélessége 7,7 km, hossza 77 km. Az
atlagos mélys . m. Hany liter viz van benne?
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A bet(k hasznalata

Az ,altalaban torténd” felirasok
I/1) Bevezetés

1/2)

a)

b)

d)

A mUveletek ko

Négyzet
oldala: 16

Kerilete: K =
Terllete: T =
Oldal: a

Kertlete: K =

Terllete: T =
Téglalap: oldalai: a és b.

Kertlete: K =

Terllete: T =

Egy zsdkban van 100 db. al
2 zsakban:

n db. zsakban:

1 zsdkban x db alma és y
2 zsakban:
Tartozunk, tehat: —
»b” db. zsdkban:

SlhetGsége), sorrendje, zardjelezés
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I/3) Kifejezés Ertelmezési Tartomanya: az a legtdgabb halmaz, amelyb&l barmely elemet
valasztva még értelmes a kifejezés.

PI.: 3 x=8:ielvégezhet6 x=0 x=5 ET:
x—=5 8-5
—X

5
2x—6

x=4 X=5

1/4) Trjuk fol jelekkel

1 dobozban 20 alma van. n dobozban mennyi?
Egy kotél 30 méter. k db. kotél 6sszesen hany
méter?
Egy flizetben x db. lap van. y db. flizetben hany db.
lap van?

Az a osztalyban 2-vel tobb didk van, mint a
Fejezd ki a-bodl b-t, majd b-bél a-t.
Péter 5 kg-mal kdnnyebb Janosnal.
Budapesten 50-szer annyian laknak, mint
Cegléden.

Aladar negyedannyi kdnyvet olvaso
Pal és Janos egylttvéve is 10
almat szedett, mint Hugé.

Az altalam gondolt x sza
kevesebb, mint a haromszoro
Tibor konyveinek a felénél is
olvasott el Marton.
A vonat 1 6ra alatt 60 k
Ora alatt?

-ben.

I/5) Széamok jelzése

a) Irjuk fél az n-n

b) i 3 sddel: - Mit vettél a piacon? - ,En kétharmadot.” — ,En

ék, csak valami megszorzasa egy szazados torttel. Aminek
azt szorozzuk.

15
y 15%. Csakis:  valami-——
100

15
er 15%-a: 60-—— =9 ember
100
] 40
200 km Ut 40%-a: 200-—— =80 km
100

160
A 3000 euros fizetés 160%-a: 3000-1—00 = 4800 eurd.
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irjuk fel az alabbiakat jelekkel:

15-nek a 30%-a

x-nek a 20%-a.

irjuk fel azt a szamot,
melynél k 2-vel kisebb.

Az ,a” 5-tel nagyobb

mint a ,b” Fej
b-bél illetve

Az m kg. buza 75%-a

frjuk  fel

ird fol a t-nek a 3/4-ét:

Két szdm hanyadosa 7.
Amit elosztottunk: 5.
Mi a masik?

A v sebesség 140%-a:

ird fol a és b
O0sszegének a felét!

X nap hany éra?

X perc hany é6ra?

erc hany nap?

c) Adott kétszam: xésy

Mennyi az 6sszegu

kiilonbséglk?

hanyadosuk?

Mennyi a négyzetlk
Osszege? (,négyzet-
Osszeglk”)

Reciprokuk kiilonbsége:

Mennyi az 06sszeglk
négyzete?
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I/6) ird fél ,altalaban”

két egymads utani egész:

a négyzetszamok:

a paros egészek: melyik oszlop a jo?
Miért?

paratlan egészek:

5-re végz8d6 pozitiv egészek:

2 egymas utani paratlan szam 6sszege:

Milyen apro tételt tudu
paratlan szam Osszege:

Osszeglikre? Tétel: 2 egymads utani

3 egymas utani
(,A szimmetriat a

Apro tételecske: ha utan egész dsszege:

5-tel (os

Egy bolt b e egy év alatt a 65%-al n6tt. Mekkora most a bevétele.
Kétféleképp is felirjuk!

Egy m magassagu didk egy év alatt 15%-kal n6tt. Mekkora most a magassaga®?



A vonat 1 éra alatt s km-t tesz meg.

Mennyit tesz meg 5 6ra alatt? Mennyit t 6ra alatt?

Egy rofi 100 kg. Kardcsonyra 1/4-ével hizott. Hany kilogramm most?

Egy falu lakossaga ¢. 20%-kal csokkent 5 év alatt. Mekkora t a lakossag?

Egy zsiradf z méter. Az 1/3-aval n6tt. Most mekkora?
Egy zsakban g kg. gabona volt. Kifolyt a 2/5-e. Mennyiwan most benne?

I/8) Ugyes felirasok:

a) lrd fol 3 egymas utani egész dsszegét

b) A kétjegyl természetes szdmok altalano

c) Mutassuk meg, hogy 12 osztj mast kb’veté’.ratlan egész Osszegét!

[I.  Mdveletek algebrai kifejezés 0z0 — helyettesitési érték, egynemdek

[1/1) Elnevezések

a) Valtozé, egyiitthatd

A valtozo 3 etli(k), melyek értékét magunk hatarozzuk meg —
tehat valtoz

Az egyl té az, a valtozd meg van szorozva.

irdAaldjuk azegyitthatd

3a =2,7xy |y | 78> | -b | — | —— | 2(x+y);
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b) Tag ¢« tényezd
Osszegnél-kiilonbségnél: tag van.  Szorzasnal: tényezé.
x2c + 2x(3x—4) — 5(x=6xy)(xy + ¢ + 7) + 4xy

Ez a kifejezés: ......... tagu.

AZ 2.ta8: e tényezbs
A TAg: e e s
3.tag 3. tényezs, els6 tag: ....ccecevereriererienienas

Kifejezés: 3(4x%+x)(5a—b)

HANY taguU? .coveviiiieiece ettt e

Mi @ 3. tENYEZE? ..o o tar e
M Z X2? ottt

M @Z 572 ot

Kifejezés: (a+b)(a?b—c)(c+3b—2xy)+7(4a+8b)

Hany tagbdl all?: ..................
Az els6 tag hany tényez6b NN A

A masodik tag hany ténye

Az els6 tag masodik tényez

Els6 tag harmadik t masodik tényez6:
Mi a 2xy?
Mi az a’b

Hogy hivjak a kifejezésben talalhato 12-6t, 8-at és 13-at?
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[1/2) Helyettesitési érték
Az 5x helyettesitési értéke, hax =2: 5x =............ Hax=-1,2:5X= wccoerrvrrenerne

3a+b/2 helyettesitési értéke, haa=-2,b=6: 3a+b/2=...cccovriiiiiiirceeeee

Szamold ki a kbvetkezd helyettesitési értékeket: elszor a = 2-vel, —2-vel:

11/3) Egynemdi kifejezések 6sszevondsa

a) Mesével: Egy h(it6hazban van 24 boci, 35 kacsa, 5 rofi. Hoznak még 6 bocit,
elvisznek 10 kacsat és hozna , de sajnos kdrtyan elvesztliink 50 kacsat... (Nem

0ssze, mib6l mennyi lesz.

ab+2-4ab%+3ab+8ab?>~1+3ab+7—-ab’—4ab+5 =
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c)

d)

2
X 22
3 3 3

0,3¢3-0,1c3-0,5¢3 =

—(x=y)P=2(x+y)*+3(x—y)*-4(x+y)’ =

-a k_3ak+1_4ak_2ak+1 —

»,Szedjik szét” tagokra, tényez6kre:

43 = a+a+a+a vagy: 4a = a+5a-2a
Ne egyforma 4 tagra: —3b =

6 tag legyen — egyik se egyforma: 3c—
(Be)helyettesités — helyettesitési érték
Figyelem: behelyettesités el6tt mindig 6sszevonun
—a’b-5ab?-a’b+6ab?+3a’b+2ab’=?haa=2,b= g

e X a2 X o _
5X c 3+x 10+5 X+2X hax=1/2

5x(2x)(—3x) =
—(13x)(-14x) =

X2-(253)(~x) = (11x°)(13x°) =

( 13251ayj( ;1 ay)= (12xy)13x(-3y) =




4a3(—3a?)(-5¢)(-3¢?) = 11xy(18x%y) =
(—15y2x)(15x3y) = —(17ax)(-19xa) =
c) Egytagok osztdsa: ugy, mintha primek lennének!
(Xz.y)s.xz.y-”.zz
(2%) v (v'xr')

3

Ill. Egyszer(ibb egyenletek megoldasa
[11/1) A mérlegelv bevezetése
a) Ird fol az alabbi dsszefliggéseket:

(Figyelem: ha lehet, az ,, =" jelet, ha lehet, tartsu
Az altalam gondolt szam harmadanal

a 2/5-ét és még 1l-et. igy az eredeti szdm
pta

Gondoltam egy szamot. Elha
kétszeresénél 50-nel keves

b) Mérlegelv
Meg szeretnénk tud

doboz tomegét.

Egyenlet:

« B 5

Visszahelyettesités:
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I11/2) Egyenletek felallitasa, megolddsa - bevezetd

a)

,Egy szam haromszorosa 2-vel nagyobb a nala 8-cal nagyobb szdmnal”
Az egyenlet: 3x—2=x+8

Ez egy allitds. Az ige az egyenlGségjel. ,,van egyenl§” Nézziik meg, hogy a példaul
probdlgatassal eltalaljuk-e, melyik szamra gondoltunk. al oldal; Jo. = ...

Példaul: a 0 szamra igaz-e: Behelyettesitink, és: Bo(0): -2
Nem igaz.

Akkor taldn az x = 7-re gondoltunk? Bo(7) = 19
Feladatunk: megkeresni, hogy melyik szamra

Mddszeriink: A mérleg elv. Ugy valtoztatok, ho /1itas”, az egyenl6ség mindig
megmaradjon.

3x—2 = x+8 /+2 ,Mindkét oldalh
3x=x+10 /=x ,Mindkét oldalbdl
2x=10 /:2 ,Mindkét oldalt elosztom 2-

Figyelem: egyenletet csak akkor lehet osztani,
mindkét olddiP1-1 taghol 4ll!

x=5
Megtaldltuk azt az x-et, a i sitve az eredeti egyenletbe valéban
egyenld lesz a két oldal. H ot helyettesitjlk vissza, hanem mondjuk

az x = 3-at, akkor ne
5.

VH:

VH:

Gyokok kigydjtése: Mo.: x =



b) Oldd meg, de el6tte mondj egy ,rejtvényt”, melyet az egyenlet modellez!

4x+2=2+5
2

Egy szam haromszorosa 4-gyel kisebb, mint —5.

Visszahelyettesités:

Gyokok kigydjtése: Mo.: x

Egy szdm 7-szerese mint a dupldjanal 4-gyel kisebb szdm.

Mottonk: ,,Bizalom és felel6sségtudat.” Jelszénk: ,,symbolab és wolframalpha”

131



[11/3) Egyenletek feldllitadsa, megoldasa - gyakorlas
a) 3x-5x+10 = -x+14-3x-4

b) 0Oldd meg:,Gondoltam egy szdamot. Ottel nagyo inal.” Mi doltam?
Egyenlet:

c) 4x-2+3x=7x+1

Valdjaban: 0-x=2 = 0-x+3.
Marpedig ilyen x nincs.

Hiszen a cél az az, hogy
egyenlet.

értékekre lesz igaz a fenti allitds —

, ELLENTMONDO egyenlet: 7 mo.
jjat hozzdadom, a haromszorosat kapom. Melyik

Vagyis ezt ugy hivj
d) Gondoltam egy szdmo

szdmra gondoltam?
Egyenlet:

z ,a”, ez mindig igaz lesz.
Ezt Ugy hivjuk, hogy AZONOSSAG — Mo.: YxeR.

Valamit kihagytunk: a VH: visszahelyettesitést. Miért?
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[11/4) Egyenletek feldllitdsa, megoldasa — tortegylitthatok — még egyenletszorzas nélkiil

7
a) —2x—%+8=7—4x+§ Mo.: x=—6 —3(2x)+4+?x=7+4x—3

2x 4
b) —?—2+3X=2X—§ Mo: 18/5

2X
—x=4—x+? Mo: -12/7
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Tobbtagu szorzasa egytaguval, egytagu szorzasa tobbtaguval — zaréjel-félbontas
IV/1) Szemléltetések
a) Téglalapok egyik oldalanak valtoztatasaval:

T1= T, = T1=

b) Mesével
Egy zsakban egyenletesen elkeverve x kg cuk
kifolyt bel6le a keverék, csak az 2/5-e maradt.

kadt a zsak és

Egy dobozban x+3 db. gyufaszal van. Vag
tudjuk mennyi, tehat x) és még 3 szal gyufa.

obozban van egy maroknyi (nem

° 5 dobozban hany db. gyufaszal van?

L 4

o n db. dobozban han . gyufa van

IV/2) Egytagu tényezGvel tobbtag
a) Az egytagu tényezbvel a yez6 minden tagjat beszorozzuk a el6jeleket
megfelel6en

Egy tag — két ) =—6x+10

(x=2)-7 =

Ax(—x2+2x—6) =

(x+2)-(-8X) =
5% _g)-
5
—(~x2—x+2) =
—3xX(~2x?—x+4) = 17x(2y-17) =
—X(—x+1) = 5x2(3x%—2x+1) =
(~12x+3)(-3xy) = (~11b2)(-3b-a) =



b)

—3a?%(7a’>-8a-4) = —(5x%+x=3) =
E(Ea+10bj = —(Eaj (Ea—6bj =
512 3 13

Tobb tag — a miveletek utdn 6sszevonas kell!

Tobb tag, tagonként egy tobbtagu tényezl: elvégezzik a rzdst, majd

osszevonunk. Mondjuk magunkban hangosan!

—6(x>=5)—(5—3x)+3x(x*=2x+3)+(—x—x?) =

12x(12x3+4x-13)-14x(12x=3)+(4—x) =

15(!"%Q)—8(5p—§2)—(p—q)=

2a’-a(2a-5b)-b(2a—b)—(2
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c) KitevSknél. Hogy is szl a hatvany hatvanyozasdra vonatkozé monddéka?!?

( ak—3)—5 - ( 4—x+3)—x -

(5x—3)—3x =

((3—2”3 ) )_5X _

IV/3) Helyettesitési érték - behelyettesités

BEHELYETTESITENI CSAKIS ZAROJELFOLBO AN ERDEMES!

IV/4) Egytagok osztasa - egyszer(sité

Monddka: Tortet csak akkor
akkor is csakis kozos tényez6kk
Csak tényez6t és csakis té of yszer(sithetink.
Vagyis a szamlaldnak
egyszerUsitink!)




IV/5) Egyenletmegoldas
5(3x—4)—(2x+3) = 3(—2x+5)+6(4x+1)-5(x—8)

5(3x—2(x—4))+5 = 2(5x—3(x—1)—-4) Mo.: x=47

—(5—x)+2(x—1)+8 = 17—(2x+1)+

Tobb tag szorzdsa tobb

(a+3)(b+2)=

A végén, ha lehet, 6sszevonunk
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Ti=ab 2 S

2-3

T2 = (a-3)(b-2) =
. b1 (a-3)(b-2)

3-b

a
V/2) Tébbtaguak szorzasa
a) Egytag, két kéttagu tényez6 v. két kéttagu tényezo egytagu yez6
(x+5)(y+4) =
(12a+11b)(12c+15d) =
(3x=5)(3x+5b) =
(a=3)(x-4) =

(a+2)(4a-8) =

(x-2)(2x-3) =

(3x=2)(5-4x) =
(5x+2)(3x-8) =
(4a—x)(x—4a) =

(5a—3x)(5a+3x) =

tényez6 — HA KELL, NAGYZAROJEL!

—4(-2a-3)(-4a+12) =

(-3a-1)(a?—a+1) =

3




(—2x=3)(3x>—x+1) =
(—x+2)(x*+2x+4) =

(3x2=2x+1)(x=5) =

(4ab—a?)(0,5ba—b?) =

)

3(2-x)(~5-x) =
—2(x=3)(7x+5) =
—(2x+1)(1-5x) =
~17(13x-2)(x+4) =
(3%=5)(5x+2) =
~(1-4x)(5x+3) =
~12(12x-1)(x+3) =
(2x2—3x—4)(5x-1) =

(11x%—x+2)

(a?+a+1)(a-1) =

(x*=x2+1)(x>+1) =
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c)

,Fejben” —rogtdn a végeredményt irva
Csdkkend hatvany szerint haladva: (x+2)(x+1) = x*+3x+2

(x-2)(x+3) =
(2x+1)(x+3) =

(x=5)(x+5) =

(5x+3)(7x-1) =

(x*~5)(3x2+1) =

(x*=2)(5x3+X) =

(x—4)(x-4) =

(2-x)(x+3) =

L 4

(3—2x)(5+x) =

(2x-1)(2x-1) =

(7+3x)(—1-4x) =

(~3x+4)(-3x-4) =
(x-1)*=

(2x+1)2 =

(x=2)?




d) Tobb tag, egy tag tobbtényezés: NAGY ZAROJELEK KIRAKASA:
3(x—1)(x=2)+2(2x-3)(x+5)—(3x+2)(x-1) =
(3(x—1)(x—2)) + (2(2x—3)(x+5)) - ((3x+2)(x—1)) =
= (3(x2-3x+2)) + (2(2x2+7x-15)) - (3x*—x-2) =
= (3x%-9x+6) + (4x2+14x-30) - (3x>—x-2) =

= 3x%—9x+6+4x2+14x—30-3x2+x+2 = 4x> +6x—22

Ahol tehat mar tobb tényezé van, pl.:
zardjeleziink, mert kiilénben totalisan elrontjuk.

d A tagok k6z6tti miiveleti jelek kiviil mara

3)(x+2), ott

(x=2)(x=3)—(x—4)(x+1)-4(5-x)(7—x) =

—7(x=1)(2—-3x)-4(x=1)(x+5) =

—-3(2x+3)(x=7)-5(3-4x)(4

6k is (minden tagot minden taggal!)

(3x=4-y)(—x*-2y-3) =

(2x+y+3)(2x—y+3) =
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(—a+3)(-a%+7a—-4) =

(12a+7b—c)(12a+7b+c) =

(3x2+5x+1)(—x*+5x+2) =

(y*=y3x+y2x2—yx3+x?) (x+y) =
(x*=2x+2)(x>+2x+2) =

(x=y) (0C+x2y+xy2+y3) =

(—5x—i )(x+x2) =
X

(2a—%)(2a+%) =

Gyorsitottan: csokken

(2x=5)(3x+7)=6x>—x—35

(3x=2)(5x=7)=
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f)  Tobb tényezd, tobb tagu tényezG6k, tobb tag
—x(x=3)(x+3)-3x(2x+5)(x-4) =

3(2x=5)(4-3x)-5x(7x+1)(3—2x) =

—(x=1)(x+2)(x=2)—-4(x=3)(x+5)(x+3) =

—3(2x=5)(3x>—x+4)—(4x=2)(4x*+2x+1)-2x(8x>*—x+3

—(—2x%+x=2)(5-6x) +2x(5x*=3x—1)—(x=2)(-2x*—x+

g) Tobb tényezls szorzatok:

(1+x) (1+x%)(1—x) =

(2a-2)(2a-1)(2a+1

V/3) ,Kéttag” dsszegé s égyzete: oda-vissza tudni...

(x+1)2=
(x+3)%=
(2x+3)? =
(x+y)® =
(2x+3)%=
(15x+2)2=
(11x (12x+8)%=

Monddka: Két tag 0sszegének a négyzete harom tagu. Az elsé tag négyzete plusz
a kétszeres szorzatuk plusz a masodik tag négyzete.
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(a—b)? = (x—1)2 =

(x=2)* = (x=3)2 =

(3x=1)% = (2x=3)% =

(2x-y)? = (x-y)? =

(3x=5)=

(11x=2)%=

(11x—6)*=

Monddka: két tag kiillonbségének a négyze A Y tag négyzete

minusz a kétszeres szorzatuk plusz a masod

b) Gyakorlas

(x+1)? =
(a-2)* =
(x+11)*= (x-1)? =
(-1 R
(x=5)* = (15+y)* =
(2x+1)? = +1)? =
(13x-1)>= (2x+3) =
(3x45)7 = (2a-1)*=
(17a-1)2 =
(3v—§ )=
(7x-17)% =
(a*+b%)? =
B
(3ab-3b)? =
(ac*+ad?)? = (a%y*-a)? =
(2a"-1)° = (a"+aky? =
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(Xk+X2)2 — (Xk_Xk+1)2 -

(1,2x=0,5x2)2 =

2x-3
(azx—a) —

(3X2k+1_2X5)2 —

(4x<3-3x3)2 =

Visszafelé: minek a négy 0 yis Szorzattd alakitas!
x*=2x+1 = 2+4a+1 =
9a’+12a+4 +9 =
4x%-12x ...... = L t4=
V/4) Gyakorlas
(11x+4)>-2(x=3)>
AX*=12X..ocrvrenne
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Szorzatta alakitas, egyenletek

l. Midveletek algebrai kifejezésekkel: szorzatta alakitds — a zardjelfelbontds megforditasa
I/1) Csak szam emelhetd ki

3a+3x = 3x—15y =
25a-5¢% = —4a3+12b =
—24a-40b = 12a-18b+28a2 =

LNKO: ird ide, hogyan talaljuk meg két v. tdbb szam LNK

(48;54) =
(63;52) =
(15;150) =

(2275;490) =

I/2) Betd is kiemelhet§

a) Ha minden tagban
(hatarozatlan) kiemel
Mindent kiemeliink, a
fokszam, abc

anolyan valtozé (hatarozatlan), akkor az a valtozé
16 legkisebb hatvanyon)

a zardjelen beliil pozitiv legyen, csokkend
is tényez6 emelhet? ki!

—a’+ab =
—5x3-10x* =
—12ax+15ax? =
54a’b—-24b%a =
75ax+45bx—60xc =
2x4—x°—x3 =
25ab—20ba? = —40x3+30x2 =

20xb%c-12x%b%c =
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b)

Osszetettebb — mindent kiemeliink, a féegyiitthaté a zaréjelen beliil pozitiv
legyen, csokkend fokszam, abc sorrend

15p3g%+16p2q>-17p*q* =

—35x%y?+30xy3-40x3y =

8x—2x3—-4x? =

—6m23+9m3x? =

—9a2x—12xb+6x =

_15X2y3_9x3y4+18X3y3 —

—24a%bhc3-36ab3c?+12a3bc3 =

15xm’21x2 =

18xK*"—63xk =

_6Xm+4_15x2m+3 -

s kifejezést mindig egy betUs kifejezéshez
”nek tekintjuk! Csakis tényez6 emelhetd ki.

X(x—1)-2(x-1) =

Zardjeles kifejezés
hasonlé ,valtozdéna
a(x—1)+4(x-1) =
x(a+3)+(a+3) =

4(x—3)—c(x-3) =

k(b—c)-k?(b—c) =
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d) A kiemeléshez sok esetben ,belsé” kiemelés kell elGszor. A szorzatta alakitashoz
el6szor mindent ki kell emelni... Figyelem: a ,—1” kiemelése: a f6egyltthaté a
zardjelen belll pozitiv legyen, csokkend fokszam, abc sorrend...

(1—x) = 3(2-3x) =

(2x=3x?) = —4(5x—10x?

a(5-b)—c(2b-10) =
—b?(3ab-12b)-b(5ac—20c) =
a(b—3)+c(3-b) =

X(x+3)+2(—x-3) =
ax?(4—4x)—ax(bx—6)+ax3(2—2x) =
Ax(15x-5x2)+5bx(2x3—6x?) =
—3x(—15x3-5x)+4(6x*+2x?) =

—b(5ay—20a)+(8b—-2by) =

2a(9x" - 6x)—1(6x
2

X(—x+3)—(x-3) = X(4+x%)—(-4—x?) =

2X(x+2)+4(—x-2) =

6(x—2)-9(2—x) =

—2(6x—3x%)-3(4x>-8x)—-2x(5x>-10x) =
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e) Nincs csoportositva — avagy ,,magad uram, ha szolgad nincsen”
Négy tagnal el6szor kiszemelt parokbol kiemelés, utana szorzatta alakitas!

ax+a+x+1 =

ax+2+a+2x =

x*—x+3x3-3 =

X*=x—x3+1 =

ax—a—2x+2 =

c’a—2a+c?b-2b =

xa+3b—xb—3a =

6Xy+2x—9y—-3 =

5ac?+3b-3 c?b—5a =

2ya+3a—2by-3b =

20xy—15x—8y+6 =

5xa—5bx+b

10x

5xy +3a—-3y-5ax =

5a—ab?+5cb?-25¢ =
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ax+ay+2x+2y =

ax+2y+ya+2x =

ak—ac—3c+3k =

5a%b+10ab%+3a%bc+6ab’c =

a’—a—ca+c =

a’—a’-a+l=

bax—bay—cbx+cyb =

2ax+2ay+4bx+4by =

xab—3xb%+cax—3bcx =

x+x3—x%—x* =

6ax+4—-3a—-8x =

10+3ax—2x—15a =

3a’-3ab+3b

—2ax+2bx+a—b =

2ax%+bx+bx%+2ax—2a—b =



30—-12x+8ax—20a—18y+12ay =

HOGY KESZULNEK EZEK A SZORNYUSEGEK? igy:

3(2b—c)(7b?>-2c+3) = 42b3-12bc+18b—21b%c+6c>-9c = ...

II. Ateljes négyzet

Figyelem: El6szor amit lehet, kiemeliink. Ha kel
féegyiutthato pozitiv legyen, és csokkend fokszam!

ése is, hogy a

[I/1) Szorzatta alakitas el6tt mindent kiemellink!

X2-2x+1 = 3a%-

X2+6x+9 = 18X2—12‘ =
—4x2+24%-36 = 2.1 =
X*+8x+16 = —8x+1 =
12a-4a*-9 = 25x%+70x+49 =
xH2x2+1 = —50x*+40x>-8 =
—-12a’+36a— 5a*-10a%b+5b? =

—18-32x2+48x =

—5x*-10x>-5 =

—56x+8x%+98 =
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11/2) Tobb mindenre kell figyelni

dax3— ax*—4ax? =
5a’b?-10ab+5 =
3x4-12x3+12x2 =

—5a%+10ab-5b? =

Ax*—Ax’+a+4x*a+1-4x%a = Q
a’x—1-2ax+x—a%+2a =
4ax?— 8bx*— 4ax+8bx+a—2b =
4a’x*—12a’x+12x+9a%>-4x*>-9 = .
ll. Egy kuldnleges alak: (a+b)(a—b) = a’>—
Két tag 0sszegének és kiilonbségének ta=
111/1) (a+b)(a=b) = a®>=b? ,4 plu 3 szer a gyenld anégyzet minusz bénégyzet”
(x+y)(x—y) = x*-y?
(x=1)(x+1) = (a+4)(a—4) =
(2x-1)(2x+1) = (3x+2)(3x-2)
I (x=1)(1—x) =

(13a—b?)(13a+b?) =

(11-19y)(11+19y) =
(14x=7)(7+14x) =

| (5x+4)(—5x—4) =

Monddka: két tag osszegének és kiilonbségének a szorzata kéttagu. Az elsé tag
négyzete minusz a masodik tag négyzete.
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(16xy+15x)(16xy—15x) =
(x=1)(x+1)(x*+1) =

Szamokkal:

35-:25=
71-69 =

22:18 =

Tobbtagu tényez6k: amit lehet, azt fejben!
(a+b+c)(a+b—c) =
(x2+x=3) (x%+x+3) =
(a+b+c+d)(a+b—c—d) =
(X2+x=2)(x*+x+2) =
(x24+2x+2)(x2=-2x+2) =
(x2+x+1)(x2—x+1) =

[11/2) Visszafelé: alakitsd szor
itiv legyen, és legyen minden kiemelve!

3a%-3 =

a) Egyszerlbbek. A f6eg

az_bz —

324-289b* 80a’-405b? =

144x2-9¢%d? =

4
25
243x*-3 =
x>—256x* =
3X4_48X8 = 738_7 -
X_289X3 = X4—X12 -
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b)

43°—a3 = —x*-—a°

0,0004x3-x> = 25x°-9b? =

szamok: Otlet: 952-52 = (95+5)(95-5) = 100-90 = 9000
152-852 =
Osszetettebb feladatok
(a+b)?—c? =

(x+3)%>-52 =

(a—b)>-121=

Il (a2+1)2-289 =

Il a%—(2a+1)? =

x’—(a+b)? =

x*—(a—b)? =

x*—(2x-1)% =

Il (a2+b?)2-4a2

25x>%

49(x+

0,36x>—(x3—x?)? =



a4b2—(c2—d2)2 -

(xP—y?)2—(x2+y?)? =

x?>=2xy+y>—a’? =

(x+y—a)’—(a+x+y)? =

(@=x)~(x-1)? =

4(m2-c?)2-9(c—m)? =

(x*+3x=1)>—(7x=5) =

(e=3)~-1)2 =

(c*-b?)’>~(c+b)* =

(a+b)*-16a%b? =

(x>=2x)*-1 =

[11/3) Egy nehéz,

x24+7x+12 =

4x—8+4x? =

—5x2+10x+40 =

2x%+x=1 =

20x%+40x+15 = 2x?>-5x-3 =

—2x—12x%+2 = 5x>~13x—6 =
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Egyenlet megoldas

ET: Ertelmezési Tartomany, VH: visszahelyettesités
Monddka: Els6foku egyenletnél a cél, hogy az egyik oldalon csak az ismeretlen alljon
(valamilyen egyiitthatéval), a masik oldalon pedig egy konstans.

) 2x
Jol rendezettek pl.: —-3x=7  vagy ? =5 wvagy 6x=0

sak osztani kell.

Még nem rendezett: 3x+2=-7 vagy 5x=8x Ezeknél még mindk
konstans.
IV/1) Egyszer(ibb egyenletek

2(x—3)—-4(2—x) = 6(x+1)-2(3x-8)

—(4—-(2x=12)) =3(5x = 7) - 5(@

5(2x—1)-3(x-2 (x—

0,

lon van x vagy




IV/2) Tortes egyenletek

Figyelem: a tortvonal minden esetben zardjelet helyettesit:

Lkunkoritsuk fel a tortvonalak végét. Kunkori. Aki nem teszi, pokolra jut.

Ha tortet latunk egy egyenletben és szorozni akarjuk az egyenletet, érdemes mindkét
oldalt zardjelbe tenni!

2x—3 3-2x
— —-X
4 6

Figyelem, ha nem teszed k ardjeleket: nagyon elrontod.

3x—4_2x—3_
2 3
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Mi torténik, ha nem mindent szorzok meg
Olyan ez a hiba, mint a kovetkez6: ‘

Legyen:
2db @ +2db £ =1db & és 2 db »

Ha mindkét serpeny6ben meghatszorozom
tartalmat, akkor egyenl6k maradnak:
(lesz bal oldalon 12db @& és 12db £
a jobb oldalon 6db € és 12 db

De ha a bombak szamat nem hatszorozom meg
(elfelejtem, mert az egyenlet ké lat nem
zardjeleztem be a nagy szines
elbillen az egyenl6ség:

BIEIES
BIEIES

A masik tipushiba ugya 2 : ha elfelejtem a kunkorit, vagyis nem

9%x—12-4x+10=6—-Xx +6



Vagyis aki tortes egyenletnél a  tortvonalakat nem  kunkoritia  fél
(piros zdrdjelek), a gyehenndra keriil. Azzal egyetemben, aki egyenlet szorzdsa el6tt nem
zdrojelezi be az egyenlet két oldaldt (nagy z6ld zdrdjel).

Természetesen a didk mindenre képes: hidba zardjelez, elfelejti az egyenlet mindkét
oldalat megszorozni...

K6z6s nevezl: legkisebb kdzos tobbszords legyen. A tortvonal: zaro elyettesit — de

mi azért nem vagyunk restek kitenni a zardjelet!

7x—2_4—3x 3x+1

b) =3x—
10 5

+1

2x—3 3x-3_ 3

5 4

20
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—4x—3 _7x+5
4 6

=3-2x Kunkori!

—2x-1 1-3x 14+4x x-3
6 15 10 5
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x=3 3(x=2)_ 3x-4 2x-4

d 2 =
10 15 6 5

4x— 3 3—-4x —2x 7
5 6 15

&

==3X+—5
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IV/3) Egyenlet = allitas

y5x—1)_ﬂ5—2x)=8X_x+3
4 3 2

- mely vagy igaz, és akkor meg kell talalni, me
Egyenletmegoldas: azon x-ek keresése, melyekre ig
—x+1 5-4x _ 13x-=2

6 9 18

igaz; vagy lehet, hogy ,becsapas”
allitas...

ERTELMEZES:

Rajon a didk, hogy ellentmondd az egyenlet, nincs olyan szam, amelyre a tanar
gondolhatott. ©



Egyenlet = allitas.
Egyenletmegoldas: azon x-ek keresése, melyekre igaz az allitas...

x+1_—4—3x _X+3—3x_2—8x
3 12 4 24

Ertelmezés:
Tudjuk: az egyenlet egy allita
haromszorosanal 2-vel ki

2X+6 =
Majd megoldja:
2X + 6 = 2x+6 /—2x

mindig igaz, vagyis barmely szdmra igaz az egyenlet: ,,Azonossag,
Idas: Azonossag: VxeR Mo.” ©
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—6X+10+3—2X _6-12x
5 3 4
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IV/4) Egyenletmegoldas szorzattd alakitassal
a) Monddkak
(i) Masod v. magasabb foku egyenleteket ugy oldunk meg, hogy egy oldalra
rendezziink (nullara redukalunk), majd szorzatta aIakltunk

(ii) Egy szorzat akkor és csak akkor 0, ha valamelyi
(iii) Ismeretlen tartalmazé tényez6vel nem osztunk.

b) (x-3)(x+5) =

) (3"5_2 +1J(5—2x)(

IV/5) Szorzatta alakitassal: elséf
a) Bevezetés

(x=2)-x=-5

tanam x-szel?

Mi volna, ha

gyenletnek (egy ismeretlen kiilonb6zé hatvanyait tartalmazé
nyi ,,gyoke” (megoldasa) lehet, ahanyad foku!
gyok tobbszor el6fordul.

* masod vagy magasabb foku egyenlet ugy oldunk meg, hogy ,egy
oldalra rendeziink” (,,nullara redukalunk”), majd szorzatta alakitunk. (Ugy, hogy
az az oldal egytagu, de tobb tényez6bdl all.) Egy szorzat akkor és csak akkor 0, ha
valamelyik tényezéje 0.
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x>(x=3)=0

b)  Mar nincs rendezve, szorzatta a .
y* =5y

>’
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—20x3 = 45x—60x2 x343x% = 4x+12

60x2 = 18x3+50x
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(4_2—4x_5x+3)(4xz_9)=0
6 9

(2x=1)% = 2x(2x-3)
3x2+48 = —24x
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V.

Algebrai tortek

V/1)

V/2)

Algebrai tort

Definicié: Algebrai torteknek hivjuk azokat a torteket, amelyek szamlaldja is és
nevezdje is egy polinom.

Kezelésik
Ha megfigyeljik a raciondlis szamokat, ott lathatd, hogy az
hogy mind a szamlalét, mind a nevez6t elosztjuk ugyanazzal a nem

dsités ugy torténik,
Aammal.

504 _
540

Monddka: (Algebrai) tortet csak akkor e
nevezl is egy tagu. Csak ezutan egyszerdisit
szamlalot is és a nevez6t is szorzatta kell alakitani.

etiink, ha mar a szamlalo is és a
a kozos tényezlkkel. Vagyis a

12a°b
12a°h _ 3gb _
15ab> 15ab’

3ab

Mi van akkor, ha tobb ta
5a0+10a” _

6a° +3a

—3x-3x" _

X+ x°

5a—-5b
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V/3)

v/4)

ET (Ertelmezési Tartomdny) és egyszer(sités

Egy tort nevezdje sohasem lehet 0.
Vagyis eqy tortkifejezés Ertelmezési Tartomdnya nem tartalmazhatja azokat a szémokat,
mely szadmokra a nevezd értéke 0.

Tortet csak akkor egyszer(sithetlink, ha a szamlalé és a neve tag, és akkor csakis

a kozos tényezdbikkel.
tipusuaknal

Vagyis jelen esetben az ET keresése egy egyenle egoldas, polino

altaldban gyokkeresés.

Els6foku polinom-egyenletnél: két oldalra rendeziin b fokuaknal egy

oldalra, és szorzatta alakitunk. Annyi gyokot keresiink, foku a polinom.
x> —3x+42
Pl.. ——
X—=2
X 5 4 -2 -1 3 6 1
xi-3x+2
X-2
¥ -3x+2,
x—2
Melyik az a szam, amire nincs Ime tort?
ET: a nevezd ne resstik, hogy mikor O a nevezd.

y megaallapitasa utdn szabad egyszerdsiteni:

tortet szabad, melynek szamlalgja is, nevezdje is egytagu:
szorzatta kell alakitanunk — hiszen akkor lesz a szamlalé és a
e tobb tényezds szorzat.



X +1 Q
4-4x°
3x+3

L 4

12x—3x*-12 _
x4

27+ 3XN
— =
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V/5) ET-ra figyelni

= ET:

2x° +3x-2 _
—X—2

Szamitsuk ki a helyettesitési értékeket:

2

) A:ZX +3x-2
—X—2

5

2

0

-2

-3

0,5

L 4

Algebrai tortnél egyszerdsités
egyszer(sités utan mar sok ese

az értelmezési tartomanyt, mert
megvaltozik

ET, majd egyszer(isits!

21a-7a°

@ —50+6
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2x—x* -1 _

2x—2
X —
2% —x
3-3x _
2x* =2
4 : x> —6x+9 -20 +50
Nem kotelez6, otthoni X =; 2 4
x+3 X-=3 3y—15
x> =1 2X¥2 15x* —3x

a—15x>+3x—5ax
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»,Vvonj 6ssze” — vagyis ,alakits szorzatta”

3 2
4=
5 p
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3x+4x°—1
2x+5

—2x-1=
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VI.

176

VI/2) Szoveges egyenletek

Szoveges egyenletek
VI/1) Alapvet6 gondolatok

F6bb megoldasi otletek: Tablazat; ,Nyomkovetés”, egyéb otletek

A legfontosabb: megtalalni, mely adatot keressiik, mely legyen az ismeretlen az ,x”!

Vagyis: ha példaul egy szoveges egyenlet arrdl szél, hogy a békak és halak szdma hogyan
valtozott az évek alatt a tdban, és a békak és halak kezdé at firtatja, akkor a
kovetkez6 tennivaldim vannak:

ismeretlent vezethetek be, mert még két kiilonbo6z6 i

megoldani!

2. tennivalo: Monddka minta: ,,Tudom, hogy ha a toban? Nem
tudom. Tehat tudom: x”

Mert ezzel az x-szel lehet algebrailag felgongyoliteni, n Bvetni a példat, és végil

feldllitani egy algebrai 6sszefliggést, vagyis az x-re egy,

a) Apatizenot évvel ezel6tt kétszer annyi id6s v int a most 12 éves fia. Hany éves

most az apa?

éve

b) Nagyan tyuko élnek. Egyutt 30 fejiik van és 80 labuk. Hany tyuk van?




c)

d)

Hod és vidra egylitt 30 kg. A héd tomege a vidraénak 5-szordse. Hany kg kilon-kiilon
a két joszag?

it adott el, mint vanilidsat.
gombdcot adott el.
e ismertlent!)

Egy fagyi arus 5 gombdc hijan 4-szer annyi csoki
Vaniliasbdl pedig pont fele annyit, mint puncso
Melyikb&l mennyit? (Gondold meg,

Ozsat arulnak. A rozsak 20%-at és még 2-6t az
nal 2-vel kevesebbet a hatodikosok vettek meg. A
adat a nyolcadikosok vették meg. 50 maradt. Mennyi
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f)

g)

h)

Egy istalloban 20-szal tobb 16 van, mint a masodikban. Ha az els6be még 8 lovat, a
masodikba pedig még 2 lovat visznek, akkor az elsé istdlléban hdromszor annyi 16
lesz, mint a masodikban. Hany |6 van most az egyes istdllokban?

Egy kétjegyl szam jegyeinek O0sszege 11. szam 27-tel kisebb, mint a jegyei

felcserélésével kapott szam. Mi az eredeti sza

Skak szdma egy év alatt kett6 hijdn a hdromszorosdra
lteltével pedig (az el6z6 évihez képest)

3



i)

j)

Két pozitiv egész szam 0Osszege 726. Ha a nagyobb szam utolsd jegyét, a O-t
elhagyjuk, akkor a kisebbik szamot kapjuk. Melyik ez a két szam?

k élnek nagy baratsagban (mig fol
sen 234 labuk van és 33 fejik

A terrariumban gonosz pokok és artat
nem faljdk egymast): pok (8 lab), légy (6 Iab).
(giliszta nincs). Hany pok osztozhat a legyecskéken®

S

6 jegyénél 2-vel nagyobb a kdozéps6 és a harmadik duplaja
196-tal kisebb, mint az a 3 jegyl szam, melynek minden
sé jegye. Mi az eredeti szam?
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VII. Ismétlés
VII/1) Végezd el a miveletet — 6sszevonas — csokkend fokszam

(2x=3)% = (5%—6)2 =

(6x%+5)(6x>=5) = )(x*+2x-3) =

(x+1)(x*>—x+1) = (x2=2)(x*+2x%+

(12x+1)(x+3) = (2x—
VII/2) Szorzatta alakitas
3cx?—9—x>-18cx +27c+6x= 2x'-2x =

L 4

(x>-8x-7)*-81 = (a*+1)>-289 =

x*—(2x-1)% = 45-3x%-6x =
5x+14-x* = A9x?—-28x+4 =
(4x%+1)?-25 = 2x%+9x+10 =
2 3
6x2—23x+21 X*——a%=
1250 48
-18x3-32x+48x% = a?x—1-2ax+x—a%+2a =

(x*+16)*—64x> =

X2—6x+5 = 2x%4+2x-24 =

—3x%+3x+90 = 4x24+2x-12 =
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—-9%%+21x—6 = —A4x2+4x+3 =

X*—5x2+4 = X=X+ 3+ x2—=2x+ 1=

9x>-24x+16 =
VII/3) Egyenletek

x=5 2(3-2x) _4-6x _2
3 5 6

L 4

2x% = 16x-32 9x3 = 4x

§ 2x° -1
3x% = 10— x-18
3x°—6x—9
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3-3x* B
5x> +5x° +5x+5

2x* —x _4x*—12x

2x°+1 x> —3x
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2x+1+1—3x_ 3x+2_3 4+6x
2 2 6 10
(3x=2)(5x-1)=0 § ? 5x>-125=0

(x +1)>=0 X?+5=0
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6x%+13x=5=0 4x2—12x = -9

5x—2 3-3x —-2x—1 5+2x
- + =2x+3— —
4 6 3 2

Add meg a kovetkez6 két
a=23527%11% b=2

es kozos osztojat:
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2—3x 2 3—4x

2x—4=2— —5(5—3(x—3)+5)=—

Szamold at 10-es szamrendszerbe:
2011203 =

Szamold at 2-es szamrendszerbe:

1731 =
Szamold at émrendsz§
25

0,

185



(5x*-5)(3x*+18x+27) = 0

12x343x = 12x2

Adott a
szam (Ha tobb van,

: 3000400 Oszthato 15-tel is és 24-gyel is. Mi lehet ez a
indet!)
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Szamold at a 30214 szamot az 5-0s szadmrendszerbe!

Alakitsd szorzatta Q
Ix*—6x+1 =
20y—20y>-5 =
81X4—16 =

Korulbelil hany j 31). 765

&’

—4+2x3+x>—8x =

x*-3x-10 =

2X2—X—15 =
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8x—4 3x* —12x+12
Oldd meg: 2X _ X > X =1
2X +3x-2 5x° =20

Egy természetes szam pozitiv osztoj ama: 10. Me’ez a legkisebb szdm? (Ne csak
végeredményt ir, latszodjék, ho ndolko

Legaldbb hany sz3 Prébalj mennél pontosabb becslést adni!
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Adott két szam az x-es szamrendszerben: 21, és 23y A szorzatuk: 513,. Melyik ez a
szamrendszer?

Kétféle daraltkavém van: az olcsébb kildja
kikeverni bel6lik, hogy annak kiléja 27€
tenni?

.40 kg kavét akarok ugy
lyikb&l mennyit kell a keverékbe

35!
Melyik a nagyobb: — va
y gy 21 ay

Szerkesztette: Vizhdnyo Zsolt Sch.P. ©
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