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Fliggvények és Egyenletek: A
a fuggvények altalaban és a linearis fv.

Halmazok
Fliggvények: KM 8. oszt. 129.0-tdl
[I/1) Rendezett parok, rendezett parokbdl allé halmazok

Vannak olyan halmazok, amelyeknek elemei szamparok.
llyen szamparok: (1;-3) (5;11) (-5;0) ill.: 6 @
(4;1,3)(0;%) (2,3 +1)
Az els6 harom olyan tipusiuak kozé
tartozik, mely szamparok mindkét tagja
egész.
A masodik harom olyan tipusuak ko&zé
sorolhatd, amely rendezett szamparok elsé tagja egész, a masodik valds.
Rendezett szdmpar tehdat: szdmpar, de nem mindegy, melyik az els6 és melyik a
masodik: (2;-7)# (-7;2)
Ha halmaz lenne, egyenl6k lennének:
{2,-7}={-7,2}, mert ott a sorrend nem szamit!
(a;b)ezZxZ, vagy (x;y)eZxR
A masodiknadl l1athatd, hogy: a rendezett par els6 tagjataz egész szamok kozil lehet
szedni, a masodik tagot pedig a valdsak'koziil.

A és B halmaz Descartes szorzata:(x;y)e AxB' < xe A és ye B.
AxB= az a halmaz, melynek azok és csak azok a rendezett parok az elemei, melynek
elsé tagja az A-bdl van, a masodik tagja a B-bdl.

BxB

A={-1; 0; 2; 3} B={-1; 3, 5; 7; 9}. A Descartes szorzatok: AxA; BxB, AxB és a BxA
Minek (akar tébbnek) eleme a kovetkez6 rendezett par:

(3;5)e (7;,0) e
(0;,0) e (2;3) e
(-1;,-1) e

Hany eleme van az AxA; BxB, AxB és a BxA halmazoknak.



[1/2) Definicid a figgvényekre

a)

b)

Szemléletes kép: gép.
Pl: Bolt, aru, pénztargép a gép:
LAru és ar a boltban”
Ha , jo” a bolt, akkor nem lehet olyan, hogy

f)

ugyanazért valaki egyszer ennyit, maskor mast fizet...

»Autéhoz tulajdonos”: Fliggvény

»Tulajdonoshoz autd”: Nem fliggvény (egy embernek lehet tébb autdja)
Def.: Ha egy H halmaz (minden egyes)/néhany eleméhez egyértelmiien
hozzarendelem a K halmaz egy-egy elemét, akkor ezt a hozzarendelést

fliggvénynek nevezem.

Fliggetlen valtozé: az alaphalmaz elemei

Fligg6 valtozod: az alaphalmaz egy-egy eleméhez hozzarendelt képhalmazbeli

elem.

Néhany példa — melyik fliggvény, melyik nem?
n természetes szam +— 2" utolsé szamjegye
anya — gyerekei

egész szdm > osztdinak a szama

szam > egészrésze

egész szdm > 0sztoi

természetes szam +— aminek a négyzete
gyerek > tanarai

szam — haromszorosa

szam > abszolut értéke

szam r>daminek az abszolut

szam r>rnala kisebb természetes szamok
egész szdm = osztdinak a halmaza

gyerek — szil6 anyja

szdm > az Otszorosénél kettével kisebb szam négyzete

él6 ember = hatralévé éveinek szama

Az idit6-automata fv-ként viselkedik, vagy sem?



d) Bevezetd példa

f(): N—>Q; x> %—3

Argumentum - fliggetlen valtozo: Az értelmezési tartomany elemei.

Ds: 0;1;2;3;...

Fliggvényérték: az értékkészlet elemei.
Re: =3;-2,5;-2; ...

f(5)=-0,5; f(4)=—1; f(0)=—3; f(-2): &

n/2-3 | |-0,5]

n |o|1|2|3]a|s5]6]7]|8|9]10]11]12]13]14
3 1 los| 1|

| Tas] Jas] 4

A flggetlen valtoz6 és a fv-érték egylitt egy rendezett part alkot, amely mint
koordinata: pontot hataroz meg. Pl.: A(0;—3) B(1;-2,5) C(8;1) stb.

Vagyis: P(x;f(x))

Rogton abrazolhatjuk koordinata rendszerben:

______

__________

irjuk be néhany pont koordinatajat!

Abszcissza: a vizszintes tengely
Ordinata: a fliggdleges tengely
Origé: Q(0;0)

P(4;-1)

10 1 12 13 14 15

A P pont ,els6 koordinataja” v. Abszcisszdja, vagy ,x koordinatdja”: 4.
A P pont ,,masodik koordinatdja” v. Ordinataja, vagy ,y koordinataja”: —1.



l1/3) Szemléltetés
fl): Z—>Z; y=x>-4

,Gép” -illetve megfeleltetés Venn diagrammon

\T!

x4
f()
K‘E,‘a

Ertéktablazat <> helyettesitési érték

x |3|2|ajof1)2]3]a] | |
vyl LT [as)96]21

Rendezett parok a fliggetlen valtozdbdl és a hozzatartozé fv-értékbél:
-3 ) (1 ) (0; ) (L, ) (€00 ;5

Az 6skép keresés mindig egyenletmegoldas.
(?;60) by
Az egyenlet:

N
N

N
o

(?,-10)
Abrazoljuk koordinata rendszerben

=N
o

[e2]

[+2]

N




[ll.  Fogalmak, definiciok
[11/1) ElInevezések, leiras — a fv. neve utan mindig kitesziink egy zardjelpart: ( )

pl.: abs(); sgn(); int(); frac(); sin(); f(); tg()
I11/2) Fuggetlen valtozd illetve fuggvényérték

Fliggetlen valtozé v. argumentum
»Amit ,bedobunk” a gépbe”, az értelmezési tartomany eleme.
Fligg6 valtozo v. fuggvényérték:
ami ,kipottyan” a gépbdl; a ,flggetlen valtozéhoz” tartozé, ahhoz rendelt
yhelyettesitési érték”
111/3) Ertelmezési tartomany - értékkészlet
Fliggvény értelmezési tartomanya: az a legb6vebb részhalmaza az alaphalmaznak,
amelynek minden eleméhez a fliggvény hozzarendel egy értéket. (Csak érteni kell,
nem kell bemagolni.)
Jele: D. Pl.: D, Dg, Dsin stb. llletve: ET.
A): R 5R: f(x)=x+ —— ET=
x+1
Mi az értelmezési tartomany?

Erdemes magadtdél megkérdezni: mi az a mvelet,;amit nem lehet minden szdmra
elvégezni. Ott lehet gubanc az értelmezési tartomannyal.

Az értelmezési tartomany vizsgdlata..sokszor egyenletmegoldas (késébb lesz
egyenl6tlenség is).

3x+4

g(): R —R; f(x)= +4x

Dg=

4—5x
h(): R —=R; f(x)=—=——+
U e

Dh=

AZ ERTELMEZESI TARTOMANY KERESESE NAGYON SOKSZOR EGYENLETMEGOLDAS.
Fliggvény értékkészlete: az 6sszes lehetséges fliggvényértékbdl, és csakis azokbdl allé
halmaz (az értelmezési tartomany elemeihez rendelt fv-értékek halmaza).

Jele R. Pl.: Rg).



I11/4) Gyakorlasuk
a)  f{):R—R; y=2x+3
Toltsd ki a tablazatot

i | e |

Az 6skép keresés mindig egyenletmegoldas:
Mihez rendeli a —4-et?

Mihez rendeli a 0-at? Mihez rendelia99-et?

Készitslink ,képletet” a folytonos-egyenletmegoldas helyett: hogy ne kelljen
allandéan uj egyenletet felirni:
»Adjunk képletet, hogy az x-t konnyedén megkapjuk az y-bdl, vagyis y 6sképének
kiszamitasara adjunk képletet.

Tudjuk:
y=2x+3

Probaljuk is ki: Mihez rendeli a 21-et?
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x—3

b) g():R—R; x—

Mi az értelmezési tartomany? Dg=

lrjunk értéktablazatot!

n |3]|2falofala|3]|al]

ERENE B

| 2,4

[y
¥
[salReal
W~

12/x3)| |24 | | | |

Mihez rendeli a 8-at? (Osképkeresés = egyenletmegoldas)

Abrazoljuk az értéktablazatbdl kiolvasott pontokat!

2 |1,71] 1,5]1,33




c)

h(): R—=R; y=§—1,5

Mihez rendeli az 1,8-at?

ZH:

Fixpont.: Az xoe Df az f( ) fv. fixpontja, ha xo=f(xo)
A fixpont-keresés egyenletmegoldas!

a
<

w

N

Dp=

Inverze



[11/5) Injektivitas (kélcsondsen egyértelmliség) = invertalhatdsag

a)

b)

Az injektiv (kdlcsondsen egyértelm) fv-ek
Melyik injektiv?  g(): R—>R; y=x+5
h(): R— R; y=x?

Figyeljiik meg, hogy az elsé6 figgvénynél, ha nézziik a ,,gép” szemléltetést, akkor
a gépbdl barmely kipottyant érték esetén ,vissza tudjuk keresni” az 6sképet,
vagyis hogy mit dobtunk be a gépbe.

pl.: ha a fuggvényérték 9, akkor tudjuk, hogy a bedobott szam a 4 volt. Ezt a
figgvény nevével igy irjuk: g1(9)=4

Ugyanakkor a masodik fliiggvénynél, ha a ,gép” szemléltetést figyeljik, akkor
egy kipottyant érték esetén ,nem tudjuk vissza keresni” az 6sképet, vagyis hogy
mit dobtunk be a gépbe, hiszen az lehet 3 és -3 is.

9=x? 9
0=x>-9 AN/

0=(x+3)(x-3)

X1=—3 x2=3

7 N
Geometridban a vetités ilyen nem injektiv fu. 9
(~arnyék)

Def.: ... hogy az f( ) fv. injektiv (k6lcsonosen egyértelmii),
ha ( Vx4;x2€ Ds és f(x1)=f(x2) )= x1=xa.
Szavakkal:

Ha két gyerek kijon az ,,Egy eurds” boltbdl, és mondjdk, hogy 1 eurdt koltott
mindkett8jik,akkor nemtudni, hogy ugyanazt vették-e vagy sem.

De ha egy boltban mindennek mas az ara, akkor ha két gyerek kijon a boltbdl, és
azt mondjak, hogy mindketten egy dolgot vettek és mindketten 1,5 euro-ért,
akkor tudni;’hogy ugyanazt vették.

Ahogy a geometridnal tanultuk: ,barminek egyértelm(in meg tudjuk mondani az
Gsképét”.

Flggvény ,inverzének” ,visszafelé keresé fliggvényének” a megadasa:

f(): R—R; f(x)=2x-3.

Az értéktablazatot még ,odafelé” konnyen kitoltjik.
De ,visszafelé” valami ,képlet” ,,szabdly” lenne jobb.
x|-5|4|-3|2|1|0]|1]|2]|3]|4|5
¥

X
vl-5|4[-3]2]a|ol1]2{3][4]5

Ezt a ,képletet” nevezziik az eredeti fliggvény inverz fliiggvényének.
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Pl.:

©=2x-3.

En azt szeretném megtudni, hogy az ©-bél hogyan kapom meg az x-et.
©=2x-3

©+3=2x

©)+3

5 X

e

Vagyis megvan az ,,6skép” keresé , képlet”, leginkabb flggvény:

(y+3)/2=x

x=y/2+3/2

f1(): R=R; x> (x+3)/2

—S5+3

igy a —5 Bsképe: -1

.y 0+3
A 0 6sképe: — =15
Ne riasszon meg senkit, hogy az inverz figgvénynélis.x-et haszndlunk, hiszen az
a fuggetlen valtozét jeldli csak, nem egy elvalaszthatatlan név az eredeti
fliggvénytdl.

A geometridaban eddig tanult figgvényeink invertalhatdak voltak.
Mondjuk meg, hogy mi a kovetkezé geometriai trafék inverze:
o EY vektorral torténé eltolas

° Qrios
e )
F
I11/6) Fuggvények grafikonjai ordindta
a) Akoordindtarendszer. I negyed L negyed

abszcissza:a flggetlen valtozo tengelye

ordinata: afuggd valtozo tengelye S 1= tbszcissza
. origd
Abrazold a kovetkez6 pontokat: I negyed V. nesged
A(-3;4) B(4;,-1) C(-5;0) D(0;2)
E(2;3) F(0;-2) G(-4;-2) Q(0;0)
by
o
5 n 3 - 1 0 > +

11



Abrazold azokat a pontokat

b)

pirossal, melyek elsé koordinatdja: —2
Sargaval: els6 koordinatajuk 0.
Kékkel: két koordinatajuk egyenlé
Zolddel:  Két  koordinatajuk
ellentettje

Lilaval: masodik koordinatajuk kisebb, mint
az elsé.

Itt fontos: el6szor azt megmutatni, hogy
egyenldk...

egymas

:‘y

Fliggvény képének — grafikonjanak pontjai a koordinatarendszerben:

fl): R—> R; f(x)=2x +1

tanm_fuggvenyek_egyenletek_ A 3 9 b__fv_pontjai.ggb

Abrazoljuk el8szor a (—2;3) (-1;-1); (0;1) (1;3) (2;5) pontokat.

Majd koztiik dbrazoljuk még pontokat!

x |-2|-1,8|-1,6|-1,4|-1,2| 1 |-0,8|-0,6|-0,4|-0,2 0 |o02]|04]|06 12|18 16|l18] 2 |22
2x+1 | -3 |-2,6|-2,2‘-1,8‘-1,4‘ 1 |-0,6|-0,2|0,2‘0,6 1 |ae| 28|22 3438|4246 5 |54
] - A
b A 4[4‘ 55
]|
ZH: | 1 T 5
% 45
)

4
35
Fixpont: 7
25
2
15
1
05

B 25 2 -15 -05 0 0.5 15 2.5
-0.5
-
-15
-2
-2.5

1’7




[11/7) Grafikonok okos olvasasa:

1. grafikon: Péter a boltba megy
Milyen messze van a bolt?

Péter

tavolsaga
Mennyi id6t vasarolt? (“r:f)j‘“té‘
3004
|
200 ¢ I
4 1
100 } 1
j I
I
123 4

2. grafikon: Kerékparos: id6-ut grafikon

Mi legyen az ordinata neve, hogy értelme legyen a grafikonnak?

Ad meg a tengelyek beosztasat!

Mikor ment a leggyorsabban.
Mikor ment ,hegynek”.
Mikor allt?

3. grafikon: havi =
kozéphomérséklet *

Mikor volt kb. 15°?

Hayi k&2éphémérséklet (co)

s Augusztus Szeptember Oktéber

Megmondhatd-e;-hogy mely honapban volt a legmelegebb nap?

Mi az ,értékkészlete” a havi kozéph&meérséklet fliggvénynek?

4. Grafikon: Péter tavolsaga otthonrdl kerékparral.
Abszcissza egysége 1 6ra, ordinatdé 15 km. )
Milyen messzire ment?

Hazajutott?

Mit csinalhatott? Tekerés kézben faradt?

November December

Fv-ként tekintve mi az értékkészlete ennek a fliggvénynek?

13



5. grafikon:

Milyen hatarok kozt van a bevétel?
(Minimumérték, maximum érték)

Hogyan szamolnad ki az
atlagbevételt?

Van-e olyan bevétel, amelyrdl

Havi bevétel (Euro)

Fuvarozoé cég havi bevétele

475
45

425 ]

Cég havi bevétele

egyértelmln megmondhatd, hogy mely hdnapban tortént. Van-e olyan, amelyikrél

nem? Vagyis injektiv-e a fliggvény v. sem?

6. grafikon: versenyautd, id6-sebességgrafikon.
Probalj egy ilyen palyat rajzolni! Nem kell visszaérnie a kiindulasi pontba!

9

14
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Fliggvények grafikonjai.
Valasszuk ki, mely abra lehet fliggvény grafikonja és mely nem, illetve melyik tlnik
injektivnek, melyik nem!

Mit lehet még leolvasni?: D, R.

IV. Linearis (els6foku és konstans);illetve linedrissa tehet6 fliggvények (KM 8. 129-137.)
IV/1) A Linearis figgvények: a konstans és az elsé foku fv-ek.

Els6foku fliggvények: Az x—mx+b, ahol me R\{0}, beR
hozzdrendelési szabalyd fiiggvényeket els6foku fliiggvényeknek hivjuk.

Konstans fliggvények: Az x—b, ahol be R
hozzdrendelési szabalyu fliggvényeket konstans fliggvényeknek hivjuk.
(x>b & x—0-x+b), vagyis m=0)

Lineadris fliggvények: Az els6foku és a konstans fliggvények.
Tétel: Az els6foku és konstans (nulladfoku) fv-ek grafikonja egyenes.

(A 11. osztalyban bizonyitjuk.)

Azokat a fliggvényeket, melyek képe egyenesre illeszkedik, linedrissd tehetd
fliggvényeknek hivjuk. llyen lehet: ,lukas” egyenes, v. csak félegyenes.

15



IV/2) Mitél fligg a valtozas — vagyis a ,meredekség”

Adott 10 gép - fliggvény
f(): y=2x+8
i():y=2x-1

2x
p()y=—1-1

3
|2()+8 f( )|

N
i0)

—

20)-1

L N

20 p()
-7 T

g():y=—2x-3
k(): y=0,5x+6

7
q(): y=_x+1

8
z
| -20)-3 8()
—

k()

7 T

0,50)+6

L N —

Ton q()
7 ©

h(): y=—4x+5
m(): y=—x+2

i(): y=x+12
n(): y=3x-4

Fi Z
|-4()+5 h( ) |()+12 1( )
—
|_()+2 m( )| |3().-4 n( )|

Ha mindegyikbe el6sz6r 5-6t, majd utana eggyel tébbet, vagyis 6-ot dobok be:

Melyikeknél lesz pozitiv valtozds —(vagyis nagyobb szamot dob ki a gép az el6z6
kidobott szamnal):

Melyikeknél lesz negativ valtozas = (vagyis kevesebbet dob ki a gép):

Melyiknél lesz'a legnagyobb pozitiv valtozas:

Melyiknéllesz a ,legnagyobb” negativ valtozas (legnagyobb absz. érték):

Melyik novekszik, de a legkevésbé:

Melyik cskken, de a legkevésbé:

Mitol fiigg a valtozas mértéke?

Melyeknél a ,legmeredekebb” a valtozas (akar novekszik, akar csokken, de
nagyon...)

16



IV/3) Linearis fv-nél két pontjabdl mar abrazolhaté a fv. grafikonja!
a)  f( ):R—R; f(x)=6(x—2)-2(2x-5,5)

El&szor is helyrepofozzuk:

. Tehat a tipusa:

e  ET,vagyis D=

[ m=
FIGYELUUK MEG: ha egy argumentumnal 1-gyel nagyobbat dobok be, 2-vel
nagyobb flggvényérték ,esik” kil

° Tengelymetszetek — ZH (zérushely)
ZH: ott metszi az x tengelyt (ez a zérus hely), ahol x=.............

Az a pont esik az y tengelyre,
melynek els6 koordinatdja: ..............

Altalanositds
y=mx+b Zérushelye

A zérushely-keresés HH
altaldban egyenletmegold4s! &7 TR t
. Fixpont? g

Inverz?

e  Ertékkészlet: R= 5
Ertéktablazat:

bbb T2l e o217

Grafikonja: Két pontjat abrazoljuk mivel egyenes a grafikon.
Grafikonra illeszkedd és nem illeszked6 pontok oda-vissza
Mit jelent az, hogy egy pont illeszkedik-e a grafikonra?

Pl.: A(8;17)  graff B(15;29) grafy.

P(x,y) akkor eleme grafs-nek, ha koordinataira teljesiil: xe D és y=f(x)

17



b)

Egyszerd(sités gyakorlas HF-hoz:
4x* -1
3-6x

5x* —10x+5
Ix—7

3x+2

g( );)R—R; x— —X—2

. Tipus:
L] Dg=

. Meredekség:

° ZH:
¢-+f%’¢-ﬁtﬁ
e  ytengelymetszet: '%2 1
*
& 1 \+\

o Fixpont: #IHL - 5

| =
H, b | =
o Inverz: %
tﬁ_?. =
Ertéktablazat
x |-3 o |2 |4 |100 | | | |
g® | | | | | |3 o [-100 [100

®  Ertékkészlet — Rg=

Néhdny grafikonra illeszked6 és nem illeszked6 pont:

Grafikonja (megrajzolni)

18



3x+4

h( ):R—R; h(x)=—

. Tipus:

o Dy=

. Meredekség:
. ZH:

y tengelymetszet:

. Fixpont:

o Inverz:

Ertéktablazat
x |3 o | 2

h(x)| | |

e  Ertékkészlet — Rn=

Néhany grafikonra illeszked6 és nem illeszked6 pont:

Grafikonja

~
v

]

19




d)

Konstans fv. ‘y
¢( ):R—R; y=2
Dc=

N

Grafikonja
Tipus: b ] -
m= y

ZH:

Fixpont:

Injektiv-e?
Invertalhato-e?

Rc=

IV/4) A ,,meredekség” Ujra

a)

b)

|n_

Eszrevétel két pont kdzti ,meredekségekrd

tanm_fuggvenyek_egyenletek_A _4:-2,g meredekseg.ggb

Ld.: KALANDOZASOK A MATEMATIKABAN: 132.0!
g( ): R—>R; y=5x+3

pl: 6-hoz = -at rendel: g(6)=
7-hez: = -at rendel: g(7)= =g(6)+
Vagyis eggyel nagyobb szémhoz -tel nagyobb értéket rendel.

x1-hez: 5x1+3-at
(x2+1)-hez: vagyis:

Lathato, hogy.a linedris fv-nél x egyiitthatdja hatarozza meg a fiiggvény
meredekségét (pl. most 5). (Nemsokara be is latjuk.)

Hogy jellemeznéd a kévetkez6 meredekségeket, milyen szammal?

20



Mennyi a meredeksége a kovetkezd hozzarendelési szabalyu fliggvénynek:
_5-2x
3

y +2(x-3)

y=(x=2)2—(x+1)(x-3)

3x% 12
Y=

10—-5x
A meredekség szdmoldsa v
f): R=>R; y=3,5x-2 B
Konkrét helyzetben: 10
&_ Ses
Ax

AT (=T)

2
JeLs

-2

Két pont kozotti meredekség jellemz6 szama Y, (A A jel a mogotte taldlhatéd
érték valtozasanak nagysagat jeldli.)
Ay _ 7 _

2-L-35
Ax 2

A linearis fuggvényeknél a meredekség allandd, s6t, az x egyltthatéjaval egyezik
meg: f( ):R—R; y=ax+b

ui.:

&:f(xz)_f(xl) (mox, +b) = (mx, +) _ I, —mx, :m(x2_x1)

=m
Ax X, =X, X, — X X, =X X, =X
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-2 -1 i 2 3 4 5

-1

Fontos tudni: nem linearis fv-eknél a fv-meredeksége +# két pont kozti
meredekséggel!

Vegylk észre:

ha a fliggetlen valtozé egylitthatdéja negativ: csokkend a grafikon, ha
pozitiv, ndvekvé (emelkedd).

m= &: csokkend a fv. és a grafikonja is.

m= @: novekvé a fv. és a grafikonja is.

Ha a flggetlen véltozd egylitthatdjanak abszolut értéke nagy: meredek a
grafikon (meredeken csokken v. n6), ha kicsi: csokken.

Akkor 45°-0s a grafikon, ha az egyutthat6: *1.

Szokas a meredekséget m bet(ivel jelolni, és szokas a linedris fliggvényeket
a kovetkez6képpen is irni: mx+b

Mennél jobban emelkedik, mennél meredekebb a fliggvény grafikonja,
annal nagyobb a meredekség, annal nagyobb az m.

Konstans fluiggvény meredeksege: 0.

Nézegessiink egy néhany elére megadott fv-t és egy allithatot!

Mennyi‘a meredeksége a kovetkez6 linedris fv-eknek, melyek grafikonja atmegy
az adott két ponton.

.
f(): AésC m= 2o =03

g():DésA m= :

h(): AésB m= A= (2, 1)

(BésC  me T R TN
i():DésC m= i R caahl
k():DésB m= -3
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IV/5) Grafikonrdl torténd leolvasasok, fliggvény hozzarendelési szabaly visszakeresése

Meredekséghbdl és egy grafikon-pontbdl a fliggvény felirasa

(i) Add meg azt az els6foku f( ) figgvényt,
melynek meredeksége: m=-2; és a grafikon
atmegy a P(2;3) ponton.)

(ii) Add meg a kovetkezd , - A NesY
els6foku g( ) fv-t:

1
m= —5; P(-2;3)e grafs.

o

b)  Adott egylinearis fv. grafikonja, mely athalad a (0;2) és a (3;0) ponton és egy Uj
pont a koordinatarendszeren: P(1;-1). Adj meg egy olyan masik linearis fv-t,
amely képe a megadottal parhuzamos, és athalad az adott uj P(1;-1) ponton.
Mo.:

-1 i 2 3 4
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Els6foku fliggvény grafikonja parhuzamos az A(-1 ; 2) és B( 2 ; —3) pontok altal
meghatarozott egyenessel, és a P(—2;1) pont illeszkedik rd. ird f6l a fv-t, és add
meg a zérushelyét.

c¢) Adott 3 pont. Kollinearisak-e? A(0;1); B(9;30) C(5;17)

Mo.: Sajnos a pontok felrajzolasa és 6sszekotése nem bizonyito erejd!

d) Azazonos és a nem azonos meredekség(i fv-ek. Abrazoljuk is; ha lehet, most ne
két ponttal, hanem mondjuk> az y tengelymetszetet, és a meredekséget
kihasznalva.

3 oy
fl)R—R; f(x)=5x )
3 6
g( ):R—R; g(x)= 5X+1 S
h( ):R—R; h(x)=—%x+1

k( ):;R—R; k(x)=x/2 +1 2
m( ):R—R; m(x)=—x/2 -2 1

¥
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f)

Linedris 0sszefliggés (nem vessziik)
Menet: monotonitds

... hogy az f fv. szigordan monoton né,
ha Vx1;x2€ Dy, és x1<x2 = f(x1)<f(x2)
»,Nagyobb értelmezéstartomanybeli elemhez nagyobb értéket rendel”

... hogy az f fv. szig. mon. csokken,
ha Vx1;x2€ Dy, és x1<x2 = f(x1)>f(x2)
»Nagyobb értelmezéstartomanybeli elemhez kisebb értéket rende

|II

... hogy az f fv. monoton ng,

ha (x1;%2€ Ds A x1<x2 ) = f(x1)<f(x2)
»Nagyobb értelmezéstartomanybeli elemhez nem kisebb értéket rendel”

... hogy az f fv. monoton csdkken,

ha (x1;x2€ D A X1<x2) = f(x1)=>f(x2)

»Nagyobb értelmezéstartomanybeli elemhez nem nagyobb értéket
rendel”

SAJNOS GUBANC AZ ELNEVEZESEK KORUL — DE ELOSZOR TANULIUK MEG EZT,
HOGY BIZTOSAN TUDJUK!

Rajzoljunk szigorin monoton fliggvényeket z6lddel,
illetve monoton fv-eket pirossal!

sy

-
I

(4,

w

N
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IV/6) Fliggvényjellemzések
a) Alapvet6 szempontok:
b) Flggvényjellemzések

(i)

f): R =R; flx)=X =21

Def.:

f):

Kikotés:

D=
Tipus:
ZH:

y tengelymetszet:

Fixpont

Menet — tablazat:

Inverz

inverz: f1(): y=

Ri=

26



(i) f()-5:2] —>R; fx)=2=3% 1
2x—2

Kikotés:

Definicio:
f():1-52] ->R; y=
D=

Tipus:

ZH:

y tengelymetszet:

Fixpont:

Menet — tablazat:

Inv

inverz: f1():y=

Ri=

27
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Flggvényjellemzés grafikonrdl olvasva
f( ) figgvény
Ds=

Felveszi-e a —2 értéket:
Az 5-6t mely helyeken veszi fel:
A 2-6t mely helyeken veszi fel:

A —0,5-6t hol veszi fel

ZH:
Menete:

[ ; ] intervallumon:

[ ; ] intervallumon:
Max. hely.: Max. érték:
Min. hely.: Min. érték:

Mi az értékkészlete? R¢=

g( ) fliggvény

Dg=
Az —0,5-6t hol veszi fel:

A 2-6t hol veszi fel:

ZH:
Menete:

[ ; ] intervallumon:

[ ; Jintervallumon:
Max. hely.: Max. érték:
Min. hely.: Min. érték:

Mi az értékkészlete?

Rg=

) 7 1
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d) Fuggvényjellemzések gyakorlasa

() f()R %R;f(X)=57x—3

Ds=
Tipus:
ZH:

y tengelymetszet:
Fixpont

Menet — tablazat:

Inverz

inverz: f1(): y=

Ri=

29
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12x—2x*—18

(i) gl )11 51R; gl)= 222

Kikotés:

Definicio:
g():[-1; 5] —R; y=

Dg=
Tipus:
ZH:

y tengelymetszet:
Fixpont:
4

Menet — tablazat:

inverz: g(): y=

Rg=

B AN

TN

p=24
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(iii)  h():[-3;2]>R; h(x)=2XF3x=2
+2
2432 g,
X+2

O

lesz(ikitése a [-3;2] intervallumra: h()= [-3,2]

Ez valéjaban az f( ): R —R; f(x)=

Kikotés:

Definicid:
h():1-3;2] -R; y=

Dh=

Tipus:

ZH:

y tengelymetszet:

Fixpont:

Menet — tablazat:

S

Inverz

w

N

=

N

inverz: h'}():y=

Rh=
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3x7—2x—1

(iv) f():[=2;2]>R; xi— —
—
. . _3x*-2x-1 P

Ez valéjaban a g( ): R —R; g(x)= — fv. lesz(ikitése

a [-2;2] intervallumra: f():g() [_2.2]

Kikotés:

Definicio:

f()1-2;2] >R y=

Ds=

Tipus:

ZH:

y tengelymetszet:

Fixpont:

Menet —tablazat:

Inverz ‘/
3
2
1

inverz: f1(): y=
Ri= B 2 10 2
=2
=3

32



(v)

2_
4x 4x+1_X

g( ):[-3;2]1>R; x—
1-2x

Kikotés:

Definicio:

g( ):[-3; 2] —=R; y=
Dg=

Tipus:

ZH:

y tengelymetszet:

Menet — tablazat:

Inverz

. 3
Qo

inverz: g():y=

Rg=
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IV/7) Melyik hozzarendelési szabaly linearis, vagy tehetd linearissa. Amelyik olyan, irjuk is
fel a fliggvényt.
Vigydzat, a linearissa tehet6nél figyeljink az értelmezési tartomanyra!

1

3 (x—4) (x=3)(x+1)
ax —dx+l (=2x+1)—~(3x-3)
2x—1
2
—  +4 u
x+1 3x+6
x> 4+3x+2
X

IV/8) Hogy valtozik a fv, ha egy szammal szorozzuk, vagy 0sztjuk a hozzarendelési szabalyt?
Sajnos sok gyerek gadtlastalanul megteszi.
Pedig megvaltozik a gép!

Nézzlink egy ilyet: y=6x—4 és y=3x-2

A fv. meredeksége a felelett...

Pedig csak leosztottam 2-vel...

Miért is jut ilyen eszlinkbe?

Hat az egyenletmegolddsnal szabad osztani kettével:
6x—4=0 /:2

3x—2=0

IV/9) Az egyenes aranyossag

a)

Def.: Az y=mx(m#0) hozzarendelés( fliggvényeket ,egyenes ardnyossagnak”
nevezzuk. Tehdt az ,egyenes ardnyossag” egy fliggvény.

fliggd mennyiség fiiggo vdltozo

Vagyis ha

= dllando ( = dllando’j

fiiggetlen mennyiség fiiggetlen vdltozo

(Lathatd, hogy ahanyszorosara n6 v. csokken a fgtln valtozé, annyiszorosara né
v. csokken a fligg6 valtozd, hiszen a hanyadosuk allandé.

Vagyis mondhatjuk azt, hogy ,ha az argumentumot haromszorosara ndvelem,
akkor a fliggvényérték is a haromszorosa lesz”

MeXo Me3x, mMekx,

I
3(mex,) k(nlwl-xo)
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b)

d)

Mely két adat kozott van egyenes aranyossag (ha életbdl vett, akkor ,idedlis

eset”)

Sebesség — id6 alatt megtett Ut

Id6 — allandé sebességgel megtett Gt
Eletkor — tapasztalat

Négyzet oldala — keriilete

Lipoti kenyér sulya - ara

Négyzet oldala —terilete

Fok és ivmérték (radian)

Tablettdk szdma — C-vitamin tartalom
Eletkor — testsuly

Eltelt id6 — épitett autdpdlya hossz
Eletkor — fizetés

sebesség — |égellenallas

buliban t6ltott id6 — elbutulds mértéke

cserepek szama — lefedett teté-négyzetméter

Pl.: adott allandd sebességnél: eltelt id6 és megtett ut.

50 km/h sebességgel halado auté mennyit utat tesz meg:

1 6ra alatt:

2 Ora alatt:

5 6ra alatt:

22 Ora altt

0,1 6ra alatt:

0,2 o6ra alatt:

Az egyenes ardnyossag grafikonja:

fl):R>R;y=ax (a#0)
Latjuk a definicion,
hogy a fv. képe linearis
és athalad az origdn.

(6)]

S

w

N

—_

LN

35




Gyakorlasa:

Ha 1 mél metdn 16 g, akkor 23 mél metan hany g?

Egy ember 3 6ra alatt 20 vodor almat szed.
Mennyit szed
9 6ra alatt? 11 6ra alatt 2 6ra alatt?

15° hany radiannak felel meg?

Ha 5 kg kristalycukor 7 Euro, akkor 62 kg hany Euro?

Ha 15 kgoméz 110 Euro, akkor 60 Euro-ért hany kg-ot kapok?

2?7[ radian hany foknak felel meg?
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Fliggvények és Egyenletek: B:
Linearis, vagy linedrisra, vagy azok szorzatara visszavezethet6
egyenletek.

Bevezetés: egyszer(ibb linedris egyenletek
I/1) Egyenlet = egy igaz dllitds egy dltalunk még nem ismert szamra.

2,5(4x — 8) = 5(4 — 2x — 3x) + 2(5 — 4x) = 14 — 2(=11x + 2)

Bontsuk fel a zardjelet, de mondjuk végig ,,plusz 2,5-sz6r plusz 4 iksz az + 10 x. Plusz
2,5-s26r minusz 8 az minusz hdsz. Minusz 5 szor plusz 4 az minusz 20...":

Majd 6sszevonunk:

Majd cél, hogy az egyik oldalon legyen az ismeretlen, a konstans a masik oldalon.

Vagyis el6szor ,kibontjuk” az ismeretlent a zardjelbdl, majd a szokasos polinom-
alakra rendezziik. Akkor jo, ha els6foku lesz.
VisszaHelyettesités:

Az egyenlet egy allitas: ,gondoltam egy szamra, és az allitas igaz ra, amit aztan
egyenlettel irtunkfel”

Ha az els6 sor.igaz arra a szamra, akkor a kdvetkezs sor is igaz.

Ha a masodik sor.igaz, akkor a harmadik sor is igaz. Stb.

x=8

Vagyis ha az elsé sor igaz, akkor az x=8 is igaz.

De nekiink az kell, hogy az x=8 az a szam, amire gondoltunk és kimondtuk az allitast.
Vagyis: vissza kell helyettesiteni az els6 sorba.

Ezért egydltalan nem szerencsés azt mondani, hogy ellen6rzés.
Jobb a visszahelyettesités sz6: ha az x=8 igaz, akkor az elsé sor is igaz.

Vagyis: az els6 sorbdl lépésenként az kovetkezik, hogy az x=8 lehet egyedil a
megoldas. De neklink nem ez kell. Hanem az, hogy az x=8 megoldas-e.

A visszahelyettesitésbdl az kovetkezik, hogy az x=8 az megoldas.

igy kideriilt: az x=8 a megoldds, és mas megoldas nem lehet.
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2x° -8
Jellemezd, dbrazold: f{ ):[-5;5]—R; y=————
—3x" —6x

Kikotés:

Definicio: f( ):[-5; 5] —R;y=
Ds=

Tipus:

ZH:

y tengelymetszet:
Fixpont:

Menet — tablazat:

‘g’

Inverz

w

\V)

inverz: f():y= .

R¢=

ird fol azt a linearis fv-t, mely grafikonja a kévetkezé két pontra illeszkedik.

A(3; 4) B(-2;2)

=]

k
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I/2) Egyenletek f6 megolddsi menete:

a) kikotések

b)  Ugy dsszevonni, hogy x-bél, x-bél, konstansbdl csak 1-1 db. legyen
megolddas kdzben ekvivalencia figyelés

c) Haelsé foku: két oldalra rendezni: ax=b

d) ha masod foku: egy oldalra rendezni (,nulldara redukalni), majd szorzatta
alakitani!

e) Visszahelyettesités!

* 12x*— 44x3 + 31x% + 42x — 45
I/3) Néhany gyakorlas
a) 5x=7x

b) —(7m+13)+3-3(m-4)=1-(2m-1)-8

c) 5(x-2)-2(3—-x)=—(4-5x)=2(— 2x+ 3)

d) 3(2-5x)—{2x+ 7) =-2(3x—4) - 3(3 - 5x)

e)  3x-5(2x+3)=4—(5x+2)-3(3—x)
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1/4)

1/5)

f)  2(1-3x)—(5-2x) =-3(3 =2x) + 5(-= 3x - 2)

Latszélag masodfoku egyenletek:
Figyelem — emlékezzlink:
(x=1)%£x>-1, hanem: (x—1)(x-1) =
(x+1)3=

(2x=3)(2x+3)=

Oldd meg:
(3—2x)(3x + 1) — 2x(5—x) = 3(x—=5)—2x(2x=5) + 2

Zardjelezés!!!!

a)  —(a@c1)at))s (26x2)2x3))= (502)0-2))- ((3%-2)2)

b)  —(x=2)?-3(x=1)(x+1)+2 = 3x(2—x) — (x+2)(x—4)+3(2—x)
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c)

—(2x—=3)%+3x(5-4x) —4(7x=3x(2x-1)) = (3x=2)(3x+2) —(x—1)>-5(2—-3x)

F6bb tipusok
[I/1) Tortes linearis egyenletek

a)

Egy kis szamelmélet (ismétlés)

Szamelmélet alaptétele: barmely egynél® nagyobb. .természetes szam
egyértelmiin bonthato fel primtényezék szorzatara sorrendben vald
kilonbozG6ség erejéig.

Vagyis két (egynél nagyobb) természetes szam akkor és csak akkor egyezik meg,
ha kanonikus alakjuk megegyezik.

Adott két szam, primtényezékre bontva:
a=2°.53.72.11= 2156000 b=23.32.7%.11=271656

Mondj osztdit a b-nek (kanonikus alakban):

Mondj k6zés osztdkat:

Lnko:

Lkkt:

Modszer 2 v. tébb szam legkisebb kdzés tobbszérésének kiszamitdsdhoz:
vessziik az 6sszes el6forduldé primtényezét, és dsszeszorozzuk Gket a szerepld
legmagasabb hatvdnyon.

[12;15]=

[2-32-13; 2%.32.53.73.11; 32.7-13] =
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Emlékeztets:
Egy szam osztdit és osztdinak szamat: , Fa-struktirdva
El6szor KANONIKUS ALAK — majd a fa-struktura.

III

hatdrozzuk meg:

Két szdm Inko-jat minden kdz6s osztd osztja, és az Inko 0sztdi kdzos osztdi a két

szamnak.
Vagyis két szam kozos osztéi pontosan az Inko osztdi (azok mind és csak azok

- ettdl , kitlintetett k6z6s oszté” az Inko!)

Adjuk meg fa-strukturdval a kovetkez6 két szdm Osszes (pozitiv) osztojat:

a=22325%7.11  b=2%5.7313

b) Tortes linearis egyenletek
(i 3x73=2x  A-8x
2 3 4

1
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3x-3 5x-10 3—x
- =—(x+1) -
12 15 )

(iii) %(3x_7)_m _ 3 _20+18x

49 14 196

4x-3 3x+1

14 6

\9\5

(iv)

4X—1_3(5—2x) B Sx_3+

(v)
02 03 0.5

20x
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[1/2) Tobb zardjel

11/3)

a)

b)

5(2-3(3x=2))=3(—19x—4(5-x))

x+2[x—3(x—4)]=24-3x

Magasabb foku, de linedris tényez6k szorzatdra visszavezethet6 egyenletek:
F6cél: egy oldalra rendezni, szorzatta alakitanil

polinomegyenletnél (vagy azzd alakithaténal) hany gyokot varunk?

Egy polinomegyenletnek max. annyi gyoke (megoldasa van), ahanyad fokau.

a)

b)

(2%3“%3(H6”(%—§§1j=0

A bal oldal egy tag, tobbtényezds szorzat. Ekkor a zardjeleket csak egy
agyalagyult bontja fél. Oruliink,shogy'mar valaki szorzatta alakitotta a valdjaban
harmadfoku kifejezést!

A bal oldal: egy tag, sok tényez6 - ajobb oldal 0. Ez a legjobb!

Egy szorzat akkor.@s csak akkor 0, ha valamelyik tényezGje nulla.

Teljes négyzet:
(i) (3x=2)>=-5

(i)  (5x+3)2=36
(i) (x+10)2=0
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d)

f)

x*=x
Hibas gondolatmenet:
x*=x /:x
x=1
Miért?
Ismeretlent tartalmazd tényezével nyaklo nélkiil nem osztunk: hiszen elveszik
egy olyan gyok, amikor az ismeretlent tartalmazoé tényezé 0 volt.
3—x }=0
3
Itt nem leosztottunk, hanem megallapitottuk, hogy mindegyik tényezé lehet 0.
Vagyis:
xX=x &

Emlékezzilink az fentebbi példara: (2x—3)(x—3~(x+6))(%—

Masod, vagy magasabb fokl egyenletek ugy oldunk meg, hogy egy oldalra
rendezziik (0-ra redukaljuk), majd szorzatta alakitjuk.

Egy szorzat akkor és csak akkor 0, ha valamelyik tényezéje O.

4(x-1)2=—3(x-1) AKI (x—1)-gyel OSZT; GYEHENNARA KERUL.

ISMERETLENT TARTALMAZO TENYEZOVEL NEM OSZTUNK. SOHA. £2 22
Vagyis:

x*=25

Hibds gondelatmenet: x=5 Miért?

Eleve szamithatunk arra, hogy egy masodfoku kifejezésnek 2 gyoke van.
(Két egyszeres v. egy kétszeres vagy két komplex © !)

Vagyis: megint egy oldalra kell rendezni, majd szorzatta alakitani.

4x3=36x
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g)

h)

j)

(x+1)%=4

—3x24+24x=-195

20x%=15-20x

(5x-1)(x-3)—(3 X— (x-3)

c

(3x=1)(2—x)— 2x+4=(x+1)(x=2)
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k)  —3x*-6x3+3x%*=—6x

[1/4) A nevezbk kezelése: kikotések, kozos nevezbk, szorzatta alakitasok, egyszer(sitése.

Egyszer(sitsiink a kikotések mellett: CEL: SZAMLALO-NEVEZO: 1 TAG, A

FOEGYUTTHATO @
X =x _
' =2x"+x
5x*-3x
25x° —9x
6x° —3x* =3x _
4x* =2x° =2x
3x° —12x _
2x—x°
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11/5) Algebrai tortes egyenletek Figyelem: csakis 1 tag tényezGit egyszerUsitjik, csakis
tényezével:

o 3x+1 3% +1
Z

2é =4 ®<¢ Ugyanis: a szamlalé 2 tag!

X
EGYSZERUSITENI CSAK AKKOR SZABAD, HA A SZAMLALO ES A NEVEZO0 IS EGY TAG.
EKKOR AZONOS TENYEZOVEL LEHET EGYSZERUSITENI (Vigyazat: kikotés!)
3x+1 (3x+1)
=
NEM lehet egyszerdsiteni!

Tehat jol: igy mar 1 tag, de 1dm nem ugyanazok a tényezdk, tehat

Egyenletet csak akkor szorzunk ismeretlent tartalmazé tényezével, ha mar nem
tudunk egyszerdsiteni!

a) 3Hz:—l Kik.: x#
x—1
2_
b) X2 =3 Kik.: xet
3—x
2_
o 2B sk
3x+9
3 2x+1 ) 4 . )
d) 5- 2=4 > Kik.: x# FIGYELEM: A FOEGYUTTHATO + LEGYEN!!!
X— —4ZX
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2x+2 x-3 15 x+1

e) + = - -2 Kik: x#
4-2x 2-x 3x-6 x-2
(2x* —28x+98)(3x—54)
f) - =0 Kik.: x
X’ =324
g)

Ezentul se feledjiik a kikotéseket!
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6x+1 3x+3  2x

3x+2_ -1 x—1

7 2 10

X —dx+4 P +4x+4 2:°-8

4x+2_
x—3
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2x+1 'z_ x+1

3x+1 x 3

5x* =30x+45 _
6—-2x

6x

-1
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Tx-21 2x-6 —6x—12

x+1 3x*-3

3x+1 5 6

3-3x 2x42  3x-3
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a)

r)

)

12-x* + 2x= 8-x3 +3-x2

36:x* + 4= 25-x2

60-x3 = 88x% + 20x
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28 5  8-2x _1'6+2x

t) - >+ =1:
18—2x~ 15-5x -2x-6 14

o) 6x* +7x=5 5x’+17x-12 _3x’ —14x+11
8x°—8x+2 2x°+7x—4 2x-2

¢

v)  5x%=15-10x?
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11/6) Alapvetd hibak egyenletmegoldasnal

Rosszul irjuk le a példat... ®. (Ezért kdr volt félkelni.)

Kimarad a kikotés és a VH. £ (Ez csak odafigyelés kérdése. gy majd a
Radndtisok és a Patrondsok megeléznek bennétdket a tudomdny orszdgdban.)
Eltliné elGjelek és atalakulé betiik, szamok: ? (Ha trehdny vagy és élvezed, hogy
fdjdalmat okozol magadnak, akkor mazochista vagy, mért nem bokdéséd még
kézben magad egy tiivel is. Elvezed, nem?)

Nem egyszer{isitesz. Ujra csak mazochizmus... A kébén.

Egyenletet ugy szorzol, hogy elfelejted minkét oldal minden tagjat beszorozni.
% (Ha vdlogatsz, mit szorzol meg, mit nem, akkor rddsiitik, hogy rasszista
vagy...)

Tortet ugy szorzol, hogy nemcsak a nevezét tiinteted el, de a szamlalét is
megszorozod! &

»,Hova tiint a sok jé gyok?” 2 (,,Sag mir wo die Blumen sind”)

Sajnos gyokot vesztiink, ha ismeretlent tartalmazé tényezével osztunk: pl.:

Lassunk egy ilyet:

3x(2x—3)=5x(2x-3) /:(2x-3) Vagy: 3x(2x—3)=5x(2x-3) /:x
3x=5x 6x—9=10x=15

0=2x 6=4x

x=0 X=3/2

Es az x=3/2 hova tiint? Es azx=0 hova t(int?

Helyesen megoldva:
3x(2x—3)=5%(2x-3)
0=5x(2x—3)—3x(2x-3)
0=(2x=3)(5x—3x)
0=(2x-3)(2x)
l. Il
2x—3=0 2x=0 stb.

Vagy:
3x(2x—3)=5x(2x-3)
l. Il.

x=0 x#0 (Ez nem kikotés: hanem eset!)
3-0(2:0-3)=5-0(2-0-3) 3x(2x—3)=5x(2x-3) /:x#0

0=0 3(2x—3)=5(2x-3)
Vagyis x=0 megoldas 6x—9=10x—-15 stb.

6=4x
x=3/2
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11/7) a"-b"=
(x=7)(x+7)=
(x=3)(x?+3x+9)=
(x=5)(x*+5x*+25x+125)=
(x=2)(x*+2)x3+4x2+8x+16)=

(x=3)(x>+31-x*+32:x3+33.x2+3%x+3°)=

(x=5)(x0+51x°+52x*+53x3+5*x?+5°x1+5°)=

Vedd észre: az egyik kitevSje egyesével csokken, a masiké 0<r6l egyesével né.
(a=b)(a™+a"2bl+ a"3b2+...+ a"*b*L+...+ a2b"3+ alb™ 2+ bil)=

¥3—y3=

x3-1=

(x=1) 0C+x2+x+1)=

x°—1=

xb-1=

»In medio stat virtus”: Vagyis ha lehet a két tényezé fokszama legyen egyenld, vagy
kozeli egymashoz!

xb-1=
1-x> =
x*=1=

,In medio stat virtus”

x*—1=

(3x=1)(9x?+3x+1)=

8x3—1=

(2x=3)(4x2+6x+9)=

(3%=2)( )=
27x3-8=

243x°-32=

x12— 212 =
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Grafikus megoldas

[11/1) Oldd meg grafikusan

2x-5=

—2x+9
3

tanm_fuggvenyek_egyenletek_B_3_1.ggb

Kérdés, mely x-ekre lesz igaz az fenti egyenlet. Vagyis melyik az az x, amelyet mind a
bal oldalba, mind a jobb oldalba behelyettesitve, ,bedobva” ugyanazt az értéket
adjak.

Nézziik, az 6sszes lehetséges x-re a bal oldal miket ad, és miket ad a jobb oldal.
Azonban ez mar azt jelenti, hogy fv-ként irjuk fel a két oldalt.

b( ):R—R; y=2x-5
j():R—=R; y :—§x+3

A képrdl nagyjabol ugy latszik: x=3 jo.
De biztos ez? Vissza kell helyettesiteni.

Lehet-e mas megoldas.

1. otlet:

Ha egy oldalra rendeziink: az egyik-eldal linearis, a masik konstans 0: (8/3)x—8=0
lgenam, de ez az els6foku fv. sz./m. n6, vagyis csakis egy zérushely van, hiszen
a zérushely el6tt —, azutan +.a.fv.

2. Olet:

Az eredeti 2 fv-nél a'bal oldal sz.m.n., a jobb sz.m.cs.: vagyis, ha x=3-ban k6z6s
értéket vettek fol, akkor az x=3 elStt az egyik ennél a kdzos értéknél (1)
nagyobbat, a.masik kisebbet; az x=3 utdn forditva.

(3. otlet: 1 foku egyenletnek max. 1 megoldasa van: De csak erre hivatkozni:
nem fogadom el)

Tehat: x=3 az egyediili megoldas.

111/2) Altaldban:

Mindkét oldalt atirni ismert fv. hozzarendelési alakba (legkényelmesebb 1
oldalra rendezni az egészet, a masik oldal: konstans 0.)

abrazolas

leolvasas.

visszahelyettesités

tisztazasa annak, hogy miért nem lehet tobb megoldas

Figyelem, nem szerencsés, ha mindkét oldal ugyanugy monoton.

Mire j6 a grafikus mo? itt talan nem olyan fontos, de vannak egyenletek, ahol
nagyon sokat segit. Itt gyakoroljuk.
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[11/3) Gyakorlatban
3—x=2x-1 4

a
-

w

b( ):R—R; y=—x+3
j(): R>R; y=2x-1

N

Ugy latszik: x= jo. 0.4
Visszahelyettesités: i

Lehet-e mas megoldas.
Nem, mert a baloldal , a jobboldal pedig

Mikre j6 az egyenletek — pl.: néhany széveges egyenlet
Most  egyismeretlenes  egyenletekkel  dolgozunk. Késébb ‘egyszerlibb lesz
egyenletrendszerekkel, ahol tobb ismeretlent is hasznalhatunk.

IV/1) Gondoljatok egy szdmot, szorozzatok meg 2-vel, a szorzathoz adjatok hozza 6tvenet,
a kapott szamot osszatok el kettével és a hanyadosbél vegyetek el a gondolt szamot.
Igaz-e, hogy az eredmény mindig 25 lesz?

IV/2) Egy kétjegyl szamban a tizesek helyén all6 szam 6-tal nagyobb az egyesek helyén allé
szdmjegynél. Ha mindkét szamjegyet eggyel ndvelem, majd felcserélem 6ket, akkor
az igy kapott és az eredeti szam Osszege 121. Melyik az eredeti szam?
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IV/3) Egy apanak, az anyanak és a lanydnak az életkora 6sszesen 85 év. Az apa 5 évvel
idésebb, a lany pedig 25 évvel fiatalabb az anyanal. Hany évesek kilon-kilon?

IV/4) Mekkordk az egyenl@szard haromszog szogei, ha az alapon fekv6é szoge 36°-kal
nagyobb a szarak szogénél? (Melyik is ez a hdromsz6g???)

IV/5) Ha egy szam 15%-ahoz hozzaadunk 9/5-6d6t, akkor a szam 18%-at kapjuk. Melyik ez
a szam?

IV/6) 60 kg 25%-0s séoldatunk van. Hany liter (kg) tiszta vizet kell hozzaénteni, hogy 20%-
os oldatot kapjunk?
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IV/7) A boltban 28 %-os (tdmeg %) permet- és 63 %-0s permetlé van. Azonban 43 %-0s
oldatra van szilikség, mert ez az engedélyezett s(rliség, és ebbdl 14 kg kell. Hogyan
keverje ki az eladd a sziikséges oldatot?

IV/8) Kompetencia-mérések példai

a)

b)

Egy gydgytea adagoldsa a kovetkezd: 1 boégre (0,25 liter) vizhez 2 kandl teaflivet
kell hozzaadni. Hany kanal teaf( sziikséges 1 liter f6zet elkészitéséhez?

(Figyelem: LKKT): Zalan vitaminkurat tart, harom kilonb6z6 vitamint szed. D-
vitamint 2 naponta; A-vitamint 3 naponta, E-vitamint 4 naponta vesz be. Ma
reggel ‘mindegyik vitaminbdl bevett egyet. Legkdzelebb hany nap mulva kell
ismét mindharom vitamint bevennie?

Egy presszdban a kavégépnek 2,5 literes a viztartdlya. Legfeljebb hany adag
presszokavé f6zhet6 ezzel a kdvégéppel egy teli tartaly vizbdl, ha egy adag kavé
elkészitéséhez 50 ml viz szlikséges?

60



d)

Attila permetlét szeretne késziteni gylimolcsfai permetezéséhez rovarok és
gombadk ellen, ehhez a permetszereket vizben kell feloldani.
A kovetkez6 utmutatd olvashatod a két szer csomagoldsan:
Gombak elleni por
Alkalmazds: 5 gramm 10 liter permetlé készitéséhez.
Tasak tartalma: 20 gramm
Rovarok elleni oldat
Alkalmazas: 30 ml 7 liter permetlé készitéséhez.
Uveg tartalma: 150 ml
Mennyit mérjen ki Attila a GOMBAK ELLENI PORBOL, ha 14 literes
permetezdgépét szeretné megtolteni permetlével?

Attila egyszerre szeretné haszndlni askét jpermetszert:. A lehet6 legtobb
permetlét szeretné elGallitani a rendelkezésre all6 20 gramm gomba elleni és a
150 ml rovar elleni permetszerbél. A permetlé elkészitéséhez az utmutatéd
alapjan mindkét szerbdSl megfelel6 mennyiséget tesz egy edénybe, majd felonti
vizzel. Legfeljebb hany liter permetlét tud igy késziteni?

Egy varosban folmerdilt, hogy szobor keriljon a varos f6terére, ezért szavazdast
irtak ki/a kérdésbeni Ahhoz, hogy a szobor elkészlljon, a szavazdk legkevesebb
70%-anak kell igennel szavaznia. Legkevesebb hany igen szavazat kell ahhoz,
hogy a szoberimegépilhessen, ha a szavazason 13 860 f6 vett részt?
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V. Ismétlés
V/1) Egyenletek

a) 4x+2_12=16x—20
x—3 6—2x

2x+1 'z_ x+1
3x+1 x 3

b)

‘9\\’

c)  6x3—-24x=2x"-8x?

x+1 _2x—1 6 1

d + =
) 2-2x* x*—1 x+1 2x-2
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V/2) Egyszer(sits

2x2—x
) _

3x2—x

xz—x—6
b) N2 A4
2x"=Tx+3

V/3) Egyenlet

X+2 (1 1)
=+
X+6 2 X

b) (X—1)3+2=X3+3x_2
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6x+5_4x—3=2

d)
x+5 x-3
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V/4) Egyszer(sits

2x%*+3x -2
a) ] =
—-2
X
X—y _
1T
XYy

V/5) Széveges gyakorld
a) Osszfel 2:7 ardnyban 180 gombdc fagyit!

b)  Egy tanulé iskolai kiranduldasra a sziileit6l pénzt kapott.Ha a kirandulds minden
napjan, kivéve az utolsét, 150 forintot koltott volna, akkor az utolsé napra 100
forintja maradt volna. Ezért minden nap csak 100 forintot koltott, és igy az
utolsé napra 350 forintja maradt. Hany napig tartott a kirdndulds?

c) Egy 6750 kg-os farakasbans200 db. (fenyofa vagy tolgyfa) gerenda van. Egy
feny6fa gerenda tomege 30 kg, a.tolgyfaé 45 kg. Hany fenyG6fa és hany tolgyfa
gerenda van a farakasban? (Melyik példara emlékeztet ez a feladat?)

d) Egy 8 tagu tdrsasag egy turistahdzban szallt meg. 3 nappal késébb egy 6 tagu
tarsasag csatlakozott hozzajuk, és még 7 napot toltottek egylitt. Kozds szamlajuk
183 000 forintot tett ki. Mibe kerilt egy f6 egy napi szallasa?
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V/6) Szazalékszamitas
a)  Szazalék:|,Nincs szazalék, csak szazados torttel valo szorzas”
° Mennyi 150-nek a 60%-a?

° Minek a 42%-a 105?

. Mit néveltem 30%-kal, hogy 156 lett?

° Husz gombaporkolt kozil 12 friss, 5 romlott, a maradék mérgezé.
A gombaporkoltek hanyad része friss?

egyszerUsitve: szazalékban:

A gombaporkdéltek hanyad része romlott?

egyszer(sitve: szazalékban:

A gombaporkoltek hanyad része mérgez6?

egyszer(sitve: szazalékban:

. A 70 évfolyam-DVD-bé6l csak 13 maradt meg. Hany szazalék fogyott el?

. Tavaly 200 tyudkunk volt, idén 23%-kal tobb, azaz

o A 180 6sszpontbol 162-6t értél el, ami szazalék.
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b)

Valtozas

Megn6tt az eredetileg 170 forintos kenyér ara 20%-kal, de azutdn a nagy
tiltakozdasra lecsokkenték 20%-kal. Mennyi most az ara?

Hany szazalékkal novekedett meg a falu |étszama, ha 120-rél 170 —re n6tt?

Hany szazalékkal csokkent a 190, ha ma mar csak 110?

Egy cip6 ara megnd6tt 43%-kal, igy ma mar 23000. Mennyi lehetett tavaly?

A csirkeallomany lecsokkent 22%-kal, igy csupan 9750 van. Mennyi
lehetett tavaly?

Gyakorlas
° 200-nak a 10%-a: 25%-a:
40%-a: 75%-a:

Mi az a szam, aminek a 25%-a 407

Es aminek a 60%-a 120?
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VI.

. Hany szazalékot szamolunk, ha valaminek a...
kétotodét vesszik?

0,02-szeresét vessziuk?

haromnyolcadat vessziik?

0,123-szorosat vesszik?

hat 6todét szamoljuk?

0,4-szeresét vesszik?

1,12-szeresét vesszik?

5-6s0knek
VI/1) neN. p prim. Oldjuk meg: n*+n?+1=p. Segitség:.egész szamos feladatoknal az egyik
legerdsebb eszkoz a szorzatta alakitas.

V1/2) x,y,z € N. Oldd meg: x?yz+xy?z+xyz>=1463 Segitség: egész szdmos feladatokndl az egyik
legerésebb eszkoz aszorzatta alakitas.

VI/3)p és q pozitiv primek. p|g?>*1 és q|p>~1. Mi a két prim? Segitség: egész szamos
feladatoknal@az egyik leger6sebb eszkdz a szorzatta alakitas.

VI/4)a,b e N 2ab+a-4b—32=0 Vigyazz, ezt nem lehet szorzattd alakitani. Mégis, valamiféle
szorzatra szikségvan!

VI/5) Egy Milka csoki 200 Ft-ba keriil. A csomagolasaban van egy kis kartya. 10 kartyaért
lehet kapni egy Milka csokit, amiben persze tovabbra is ott van egy kartya. Kész
idegbaj. Most mar tényleg tudni szeretnénk, hogy valdjaban hany Ft-ba keril egy
tabla Milka csoki tisztan?

VI/6) Valaki pozitiv egészeket ir egy lapra. Hany felirt szam esetén lehetlink biztosak abban,
hogy kivalaszthaté kozilik harom, amelyek mind azonos szamjeggyel kezd6dnek.

VI/7) Az A és a B varosbal (tavolsaguk 20 km, egyenes ut van koztik) elindul egy gyalogos
és egy kerékparos. A gyalogos 5 km/h-val, a kerékparos 20 km/h-val halad. Induldskor
egy doglégy a gyalogos orrardl elindul a kerékparos orrdig 40 km/h-val, majd vissza a
gyalogoshoz és igy tovabb. Hany km-t tesz meg szegény doglégy, mig 0sszetaldlkozik
a gyalogos és a kerékparos — és légydog lesz az orrukon.
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VI/8) Egy korre folrajzoltunk 2020 fehér és egy piros pontot. Az 6sszes lehetséges sokszogek
kozil, melyek csucsait ezek a pontok alkotjdk, melyikbél van tébb: amelyeknek van
piros csucsa, v. amelyeknek nincs? Vagy tan egyenl6? Vagy egyik sem? Vagy ma nincs
véleményed?

VI/9) Nyuszika 10 nyusziugrassal van el6rébb Vuk-tdl. ,,Fogdcskaznak.” Mig Vuk 3-at ugrik,
addig Nyuszika 5-6t. Vuk ugrasa azonban 2-szer nagyobb, mint Nyuszikdaé. Hany
Vugras utan lesz Nyuszikabdl tepsifiiles (Vuk vacsora)?

VI/10) Hany olyan 6 jegyl paros szam van, amelyben pontosan 1 db. 5-0s szamjegy
szerepel. Es amelyben legaldbb egy db. 5-6s szamjegy van? Es amelyikben egy
szdmjegy sincs? Na?

VI/11) Egy vazdban 75 fehér és 150 fekete babszem van, (mellette ,talonban” rengeteg
fekete). Taldlomra kivesziink kett6t. Ami koztik fekete, azt lerakjuk a vaza mellé, a
maradékot (ha van) visszatessziik. Ha mindkett6 fehér: azokat messze eldobjuk és
berakunk helyettiik egy feketét. Hogyan valtozik a vazdban a babszemek szdma?
Milyen szin(i lesz az utolsé babszem? Ha fehér, szeret, ha.fekete, nem szeret.
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Fliggvények és Egyenletek: C

Linearis, v. linearis tényez6kbdl allo egyenl6tlenségek,

nevezetes szorzatok

Bevezetés

I/1) Jel6ld be azokat a szdmokat a szamegyenesen (mindegyikhez kiilon szdmegyenest
hasznalj!)

o.q

a) amerekSS 7 %6 5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 71

b) amelyek 3-szorosa > 4 B T B BN T

c) Amelyek —2-szerese <5 e e B e e e S e

1/2)

1/3)

Az egyenlGtlenségek végeredményei altaldban: nyilt, zart félig nyilt intervallumok,
ritkdn 1-1 konkrét szam, illetve az intervallumok és diszkrét halmazok unidi,
kiilonbségei.

Ezért itt nincs értelme a visszahelyettesitésnek. Csakis ellen6rzésnek, amely igazdbdl
a tévedés miatt jO, az ellen6rzés csak a sajat hibaink megtalalasa miatt van. Az
ellen6rzés nem a szokott mdédon megy: hanem a megtalalt intervallumok szélsé
pontjaival, és egy-egy bels6 ponttal.

Akkor mi a megfelelGje az egyenleteknél szokasos visszahelyettesitésnek? Itt végig
ekvivalens atalakitast kell alkalmazni.

Hatdrozd meg azokat az x-eket intervallummal, és jelold szdmegyenesen, és melyekre
igazak a kovetkez6 allitasok

a) x4 Ax<2

o
> 6 54 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
b) x<4vx<2
o
-7 6 -5 -4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
c) x<7Ax>-3
o
-7 6 -5 -4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
d) x<3v (x=5Ax<8)
o
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Il. Lehetséges, ,nyaklé nélkil” végrehajthatd atalakitdsok az egyenl6tlenségeknél, illetve
célok (egy oldal, szorzat)
[1/1) A lényeg: ekvivalens atalakitasok legyenek
a) Alapmdveletek
. Hozzaadas, elvétel: ha mindkét oldalhoz ugyanannyit adunk v. vesziink el,
a relacié nem valtozik.
° Ugyanigy a pozitiv szammal torténd szorzas (osztas).
Vagyis ami kisebb volt, kisebb marad, ami kisebb maradt az kisebb volt,
stb.
»Meérleg elv —megmaradnak a reldciok a lépés utan.”
Figyelem, vegyiik észre, hogy mindkét iranyt elmondtuk:
ezek tehat: ekvivalens atalakitasok!
. Negativ szammal torténé szorzds, osztas
Ami kisebb volt az nagyobb lett, ami nagyobb lett az kisebb volt, stb.
, Tikrézés — megfordulnak a reldciok a lépés utan!” (Még késébb lesz rdla
szo!!l!
Figyelem, vegylk észre, hogy mindkét irdnyt elmondtuk:
ezek tehat: ekvivalens atalakitasok!

X—=3<2 x+3>-5  —3x26 %+12—3 7—% <4
(3 {3 (s (3 {3
(3 {3

b) Ismeretlent tartalmazé tényez6vel osztas-szorzas: csakis, ha eljutunk oda. (Csak
amikor odaériink, akkor robbantjuk fel a hidat ©.)
Hatvanyozas—=gyokvonas = Gyehenna tiizén lassan forgatva...

[1/2) ,Beszoritott” -, kettds egyenl6tlenségek” kezelése
3<-2x+3<10

11/3) Oriiltségek az egyenl6tlenségek végeredményeinél

x>2 A x<1
x>3 A x<5

x<7 v x=>-3
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II/4) Nagyon kényelmes ,magasabb fok”: egy oldalra rendezve, szorzattd alakitva:

a) Linedris fv. mikor ad negativ, O illetve + értéket:
f(): R>R; y=—2x+1 A

SZINES LEGYEN
A KET KOORDINATA TENGELY

Vagyis:
—2x+1>0 megoldasa:

—2x+1<0 megoldasa: .

Rajzoljuk be az elGjel grafikonjat!

g( ): R>R; y=x+3

Rajzoljuk be az elGjel grafikonjat!

El6jelgrafikonnal:

i

b)  (-2x+1)(x+3)<0

Figyelem:
Ez NEM GRAFIKUS MEGOLDAS! A ZH-eket pontosan szamoljuk.

Ez ELOJEL-GRAFIKON! \

X |
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[1/5) Rajzold fol a fuggvényt és az elGjelgrafikont
a) Fuggvényeknél

° f(): R—R; y=3x-1

®  g():R—>R;y=—2x+2

° h(): R—R; y=—1,5x
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b) Szorzatok — a tényezsk el6jelét figyelve:

(i)

(i)

(i)

(iv)

(v)

x(2x-4)>0

XE

(x—4)(1-x)<0

oo

Y

!
ES

XE

(3—x)(2x+3) <0

XE

—16x2+9>

0

Y

Y

X€E

2X2> x+6 &

=1 ]

Y

X€E
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lll. Az egyenl6tlenségek megoldasanak buktatdi és gyakorlas

[11/1) Negativ szammal torténd osztds-szorzas: szabad, néha kell, de dvatosan!!!!

Hibasan Jol Magyarazat
Gyakorlatilag a két oldal atcserélése
“2x>3 [:(-2) -2x>3 /(-1 —2x>3 /-3
x>-3/2 2x< -3 —-3-2x >0 /+2x
x<—(3/2) -3 >2x

Probald ki a végeredményt néhdny szdmmal...

A negativ szammal torténd szorzas: olyan, mintha mindent tiikréznénk.
Tirkodzink kdzéppontosan a 0-ra, vagyis mintha feje tetejére allitanank a
vonalzot.

Ami lentebb volt, az fentebbre keriilt és forditva.

Vagyis: ha egyenl6tlenséget negativ szammal osztunk v. szorzunk; akkor
a relaciojel megfordul.

Oldd meg:
3x=5 2 4x-7 -3x<0

-5x<-30 (x=1)(x+1) £ (3—x)(x+5)

(5-2x)? < —(3-2x)(3+2x)
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[11/2) Ismeretlent tartalmazd tényezével, vagy ismeretlennel tortén6 osztds, szorzas:
nagyon veszélyes: I. II. lll. részre esik szét altalaban — INKABB NE!!!

HIBAS MEGOLDAS:

isz & 32x2 & éSx—l s és)c (2,5%x).
x—1 2 2

Nézziink néhany elveszett, illetve hibds megoldast:

Elvezett az x=—3, vagy az x=3 ? Ezek pedig jok!

<2 Kikotés: x#1.

Oldjuk meg Ujra: El6szor is: kikotés: xz1
x_

1. Mo.: ESETEKRE BONTAS — egyszer megnézziik, de nem javasolt!
l. Il. [l

Végig ekvivalens atalakitdst végeztink!!! |xe
Vagyis: egyenlGtlenséget ismeretlent tartalmazé tényezével nyaklé nélkil nem
osztunk, szorzunk.
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2. Mo.: ELOJEL GRAFIKON: A javasolt megoldas:

Algebrai tortes egyenlGtlenségeknél egy oldalra rendeziink, majd szorzatta
alakitunk.

oA
3
— <2 5
x—1
4
3
2
1
o=
2 10 1 2 3 4 5 6 7
-1
-2
—o —
-3 -2 1 @9n1 2 3 4 5 6 71

Egy szorzat akkor csak akkor negativ, ha paratlan tényezéje negativ, a tobbi pozitiv.
ElGjel grafikon: (el6tte a szamlald €s nevezd fv-ét érdemes megnézni még a
kezdetekben!)

Elénye: szazszor egyszeriibb, nehezebb elszurni. Csak az eléjel-grafikonra legyen
felirva, hogy eldjel-grafikon, és csak abszcissza legyen.

Gyakorlas:

22 s
x+2
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I11/3) Reciprok: soha. ££2222228
2 3
x—1 2x+6

Hibasan:

Nézzik meg az 5-6t: ott nem igaz! De a —3 és az 1 kdzott j6! A-21 pedig elveszett.
Mi is a veszély: Mintha kétszer szoroznank fol ismeretlent tartalmazd tényezdvel...

Vagyis egyenl6tlenségnél TILOS reciprokot venni.

Vagyis Mo.: mint kordbban.
Kik.:

ElGjelgrafikon:

Mo.: xe

Ne feledjik azonban:
—x+15

< & 0>
2(x—-1D(x+3) 2(x—-1D(x+3)

11l/4) MEG EGYSZER VESSUK AZ ESZUNKBE:

. Csakis ekvivalens atalakitasokkal dolgozunk!!!

. Negativ szammal torténd szorzasnal megfordul a relacidjel

° Ismeretlent tartalmazé tényezbvel, vagy ismeretlennel torténd osztds, szorzas:
nagyon veszélyes- DE SZABAD: ESETEKRE BONTASSAL I. II. lll. részre esik szét
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Gyakorlas

IV/1) -2(x-3)-1< xT_1+5 Nyugodtan szorozzuk 2-vel az egész egyenl6tlenséget!

4x—1<L5__x—

IvV/2) 1- Nyugodtan szorozzuk 6-tal az egész egyenltlenséget!

IV/3)  (x=1)* =3 < (x+1)* - 4(x=1)

2 2
|V/4)M53_ X —3x
6x—15 2x

Kik.:
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Olvasd le a koordindta-rendszerben a megoldast, és add meg a megoldas-

intervallumokat!

,

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

T R T S Y O

I T S T S

OO P S Q" A R

rs

5

2_._-_-_-
S A RERRR A
4--------

F SO S Y O S Y
(TR I PR, P

by o ek i o il v o e b b e b ol ain b ek e o md oo e i feed ik e R o m ol i e
bl e ok e i e e e i i e e D e e e i i i | L e e e
A 0 1 1 O 0 0 0 5 0

x2—4 < x+1
Mo: xe
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IV/5) —4(5+x)+3 > 6-4x

Grafikus megoldas

V.

V/1) Altaldban: egyenlet grafikus megoldasa
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Mely x-ekre vesz fel a b( ) fv. 3-at,

vagy annal kisebb szamot?
Nézzik meg a grafikonjat

b():R—R;y
J():R—>R;y

X—222x-3
2x-1<3

XE
V/2) Gyakoroljuk
a)

meg kell mutatni, hogy tobb a menet miatt j6 a megoldasunk.
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meg kell nézni a metszéspontot;

Add meg a megoldas-intervallumot!

A leolvasassnem elég:



A leolvasas nem elég:
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VI. Szorzatok
VI/1) Alap
(=x2=1)(7-2x)-x-(x+2)>0

Vegylk észre, hogy az elsé6 tényezd:

igy: (—x*-1)(7-2x)x(x+2) 20 <
Gyakorlatilag most kezd6dik a példa.

Egy szorzat akkor és csak akkor NEGAtIV .......eeeeieeieciiiiiiieie e

A 0-val vigyazni kell!

X€E

(Ne feledd az ekvivalencia jelet!)

Vedd észre: aimivel liike valtam és nem szoroztam meg az egyenletet —1-gyel, ezért a
7-3x grafikonja forditva all a szokdsostol.

Bolcsebben igy kellett volna:
(7-2x)x(x+2) 20
¢
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V1/2) Mésodfok — de el&szdr még szorzatta kell alakitani — el&jelgrafikon! SZINES a tengely!

-2(x+2)?>>-18

—(x=5)2 < -3x+15 QQ
2

—x2—x<—2
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VII. Tort
VIl/1)  Alap

Egy tort — amely alattomban azért valdjaban szorzat (hiszen 8-cal osztani azt jelenti,
hogy 1/8-cal szorzunk) — akkor és csak akkor 0, ha a szamlaléja nulla; nevezéje nem
lehet 0!

A torteknél is a cél: egy oldalra rendezni (0-ra redukdlni az egyenletet), és
tényez6kre bontani (vagyis egy tort van csak és a szamlaldja is, nevezdje is egytagu,
tényezb6kre bontva.

Egy tort akkor és csak akkor negativ, ha paratlan tényezéje (a szamlaléban és
nevezbében egyiitt) negativ — a tébbi pozitiv.

Vagyis: a tortet tényezbkre bonjuk, s utana majdnem ugy viselkedik, mint egy szorzat,
csak a nevezd nem lehet 0.

VIi/2) Alap
Oldd meg: >—a >0

2—4a

VII/3) FIYEIEIM: oot iie et et e et e e e e ba e e e e s eareeeeeenraeeas

Oldd meg: ils >

X—
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VII/4)  Tobb-tényezds algebrai tort...

3—-2x <0
2x>—18

viys) 3 5o
o
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4-x°
VII/6) m<l

X' —4x+6
W o

Hogy néz ki egyébként a szamlalo el6jel grafikonja?
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VIII.

Teljes kob, 4.

hatvany, Pascal A és még két (j tipus:

VIII/1)  Hatvanyozas és a Pascal haromszog
Szamold ki, vonj Ossze:

(a+b)’=
(at+b)'=
(a+b)?=

(a+b)3=

(a+b)*=

Utak a varosban, avagy a Pascal 4.

a+b)1—a+b (egyutthatok: 1 1 ; a tagok fokszdma mindenhol: 1)

a+b)3=
a+b)t=
a+b)’=

(
(
(a+b)*=
(
(
(

a’+2ab+b? (egyltthaték: 1 2 1; atagok fokszdma mindenhol: 2)
a3+3a%b+3ab?+b3 (egyltthaték: 1 3 3 1 ; atagok fokszdma mindenhol: 3))
a*+4a3b+6a’b%+4ab3+b* (egyltthatdk: 146 4 1 ; atagok fokszdma: 4))
a’+5a*b+10a3b?+10a%b3+5ab*+b° (egyltth.: 1510 10 5 1 ; a tagok foksz.: 5))

1
la+1b
1a2 + 2ab + 1b?
1a3 + 3a%b + 3ab? + 1b3
1a* + 4a°b + 6a%b? + 4ab® + 1b*

Most vizsgald meg a fenti ,haromszéget”: minden sorban a szamok ugy alakulnak,
hogy egy szam a felette levé kett6 szam Osszege.

88



Most kitakarva a Pascal-haromszoget: ird f6l magad a Pascal haromszog elsé hét
sorat!

Konnyebb kiszamolni két tag 6sszegének, kiilonbségének hatvanyait:
a Pascal A megfelel6 sordbdl kell nézni az egyitthatdkat!
Ne feledd: minden tag foka annyi, ahdnyadik hatvanyra emeltiink!

(a+b)? =

(x+1)3=

Mi van, ha két tag kiilonbségét nézziik?Akkor az (a+b) olyan, mintha (a+(—b)) lenne:
(a=b)*=(a+(~b))*=

(x=1)* = (x+(-1))=

Vedd észre, hogy.nagyon kényelmes, mert egyszer(in csak vdltakozik az elGjel...

A kovetkez6ket nagyon figyelmesen!
(Egyébként.aPascal A-et mindig érdemes jobbra magadnak leirnod!)

(x+2)3=

(x—4)3=

(2x=5)* =
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Gyakoroljuk
(x-y)* =

(3x+2)3 =
(2x=7)3=

(2x=5)%=

Végezd el az aldabbi mlveletet:

(a+b+c)’=

VIII/2)  Szorzatta alakitasok: x"—y"

a) Végezd el a mliveletet, majd vond le a kovetkezményt...

(x=y)(x+y)=

(x=y) (x*+xy+y?)=

Vagyis: x3>—y3 =

(x=y) (x*>+x2y+ xy?+y?)=

Vagyis: x*—y* =

Mutasd'is meg:

X°—y® =

Mutasd is meg:

VEDD ESZRE A KOVETKEZOKET:

Mindenhol (x—y)-t emellink ki. A masodik tényezé minden tagja eggyel kisebb
foku, mint az eredeti szorzattd alakitandd alak, vagyis a tagonként a fokszam
allandé. Végil pedig tagonként az els6 tényezd fokszama egyesével csokken, a
masodiké egyesével né.
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b) Gyakorlasa

x3—1=

x3-27=
x4=16=

DE figyelem: ,,In medio stat virtus”

x°—32 =
27x3—125=
X*—625=

DE figyelem: ,,In medio stat virtus”

c) Altaldban:

a"—b"= (a—b)(@a"+a"?b+a"3b%+...+a’b 3+ab"2+b"?)
x°—1=

x3-27=

32x>-1=

x6-729=

,In medio stat virtus”...

VIII/3)  Szorzatta alakitasok: x2k1+y2k+L,

Pdaratlan kitevGsek 0sszege: valtakozo elGjel a masodik tényez6 tagjai kozott!

a2k+1 + b2k+1 - (a+b)(a2k—a2k‘1b+a2k‘2b2+...+a2b2k‘3—abzk‘2+b2k‘1)

Figyelem, csak paratlan fokszammal miikédik. x*+y* nem alakithat6 igy szorzatta!
Figyelem: x3+y3 # (x+y)3.

(x+y) (xP*—xy+y?)=
Vagyis: x3+y3 =
(x+1)(x*—x+1) =

Vagyis: x3+1=
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(x+2)(x*-2x3+22-x2=23-x+2%)=
Vagyis: x°+32=
x*+y* nincs szokasos

X6—y6=

x°+1=

2x3+54=

2%-1=

EmlékeztetS: Alapvetd hibak egyenl6tlenségimegoldasnal

Melyek ugyanazok mint az egyenleteknél
. Rosszul irjuk le a példat...
Kimarad a kikotés (VH nem kell...)
Eltdné eljelek és atalakulé betlk, szamok
Ha egyenletet szorzunk; akkor elfelejtjik minkét oldal minden tagjat beszorozni
Tortet ugy szorzunk meg - hibasan, hogy nemcsak a nevez6t tintetjik el, de a
szamlalot is megszorozzuk!
x—3 3x~1 :5_x /0
Pl. 2 2 2
2(x=3)—(3x=1)=5x
Az egyenleteken kivil még, ahol az egyenl6tlenségeket elronthatjuk:
° negativ szammal szorzasnal nem figyeliink
konnyedén szorzunk ismeretlent tartalmazo tényezével — pedig tilos!!!
reciprokot veszink...
Elfelejtjiik az ekvivalenciat
Elfeleltjik felirni a végeredményt. pl.: < xe[-5; 3,4
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Fliggvények és Egyenletek: D
Linearis egyenletrendszerek és szoveges tipusfeladatok

Bevezetés
I/1) 2 valtozd, 2 fliggetlen Osszefliggés

tanm_fuggvenyek_egyenletek_D_1_1 téglalap két 6sszefiiggés.ggb
Mekkora annak a téglalapnak a teriilete, amelynek a kertlete 34 cm, és az egyik oldal
3 cm-rel nagyobb, mint a masik.

Mo.:

x+y=

Fejezzuk ki az x figgvényében y-t: y=

fr1 5 [>Ry=

Abrazoljuk, és olvassunk le megoldds lehetSségeket.
Az Uj Osszefliggés:
X—-y=
Fejezzlik ki az x fliggvényében y-t: y=
g()l ; [—>Ry=

Melyik az a pont, mely (x;y) koordinatai mindkett6 osszefliggésnek eleget tesznek?
Leolvashatd, és ELLENORZENDO: (x;y)=(- )

20‘;

o

(o)}

5

N

93



1/2)

De ezt akar abra nélkul is megoldhattuk volna:

x+y=17

x=y=3

Az els6 egyenlet Ugy rendezem, hogy:

y= VAGYIS: KIFEJEZTEM y-T AZ x-BOL.

Majd a masodik dsszefiiggésbe BEHELYETTESITEM az y-t:

A grafikus d4brdzolas: Ldthatjuk, hogy egy Osszefliggés esetében végtelen sok
megolddspadrt kaphatunk!

Definicio: az
auX+0ad12y=0ais3 5x-3y=7
021X+ d 22 =023 8x+vy =17

alaka egyenletpart, ahol ajjeR, kétismeretlenes linearis egyenletrendszernek
nevezziik.

Rendezd a kovetkezd egyenletrendszereketa fenti alakra
Szépen nézzen ki, egymas alattminden, pontosan

4-3y+5y = 6x+9-2x+3y. 5x=6y
7=3x—4y+11 3y—4=6+7y

94



Linearis egyenletrendszerek megoldasi médszerei

11/1) Grafikus: az egyik ismeretlen fv-ében felirjuk a masikat. (Altaldban igy kell, majd

koordinata-geometridban lesz mas médszer is.)
2x—y=3
x—14=-2y

Az els6 egyenletnél y-t kifejezve x-bé6l:
y:
Ha pl.: x=5, akkor mennyi az y? y=

x=1, akkor mennyi azy? y=

y= f):R=R; y=

Az f( ) fv. P(x;y) pontjainak koordinatait igy is irhatjuk:.P(x; ). Vagyis lathato,
hogy: Azon és csak azon pontok vannak az f{( ) fv. grafikonjan, melyek pontjainak x, y
koordinatdi megoldasai az ody
egyenletnek.

=Y

o]

D

A 2. egyenletbdl:

y:
g():R—R; y=
0.9
blo 3 4 6 8 10 | 12 | 14
Kbz0s koordinata< =2

rendszerben abrazolva:

Az f() grafikonjanak (x;y) koordinataju pontjai az els6, a g() grafikonjanak (x;y)
koordinatdju pontjai a masodik egyenletnek a megoldasai.

Melyik az a pont, melynek koordindatai kielégitik mindkét 6sszefliggést?

Nyilvan leolvashaté: (x;y)=( ; ) Vagyisx= ;y=

Természetesen itt is kell a Visszahelyettesités, illetve annak megmutatasa, hogy tébb
megoldas nem létezik:
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[1/2) Algebrai mddszerek 1.: A behelyettesité mddszer

Figyelem: nagyon el lehet szdmolni az egyenlStlenségeket, és nem szeretjiik a
visszahelyettesitést... (Pedig kotelezd a VH ®)
VAGYIS:L A S S A N, ODAFIGY ELVE

a) 2x-y=3
x+2y=14

Most a 2. egyenletnél x-et fejezzik ki y-bol:

Behelyettesitve az els6 egyenletbe:

y:
x:
VH:
y:
X=
y+l 5 _x~1
2 4 5
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a;3_2(a;bj:a_2

Mo.: a=3/4 b=0 VH!
atb b _4a-2b
2 6 8

c)
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Osszefiiggd egyenletek:

y=3,5-x elso( ):R— R; y= 5
2x+2y=7 masodik( ): R =R; y= 1

Vegylk észre, hogy a két fv- ugyanaz, és a két grafikon fedi
egymast:
Mit jelent ez? Azt, hogy: A két egyenlet ,egymas

kovetkezménye”, vagyis ekvivalensek egymassal, mas szoval —
a két egyenlet nem fiiggetlen.
»Nem mond Ujat az egyikhez képest a masik.”

y=3,5-x & 2x+2y=7, hisz csak egy kétszeres szorzé van kdzottik.
llyenkor azt mondjuk, hogy végtelen sok (x;y) par megoldas van: (x;3,5-x).

Behelyettesitéssel:
y=3,5—x
2x+2y=7

Azonossag, vagyis osszefliggd egyenletek

Vagyis az az (x;y) par, amely igazza teszi az elsé egyenletet,
igazza teszi a masodikat is.

igy a megoldas: y=3,5—x.

Olyan, mintha azt mondtam volna, hogy ,Gondoltam két szdmra. Az
Osszeguk tiz; A duplajuk 6sszege 20.”
A masodik allitdsommal gyakorlatilag ugyanazt mondtam, mint az elsével.

Ellentmondd egyéenletek
2a+3b=7 elso( ):R— R; b=—2a/3+7/3
43+6b=15 masodik( ): R— R; b=—2a/3+5/2

Lathat@, hogy nincs olyan (a;b) pontpar, amely mindkét egyenletet igazza tenné.
Ezt hivjuk ellentmondé egyenletrendszernek. )

Ha behelyettesitéssel prébaljuk megoldani az
egyenletrendszert:

1. 2a+3b=7

2. 4a+6b=15

Szabalyos lépésekkel ellentmondashoz jutottunk, tehat 7 olyan (a ; b) szampar,
amely egyszerre kielégitené a két egyenletet.

Olyan, mintha azt mondtam volna, hogy ,Gondoltam két szdmra. Az 6sszeglik
tiz; A dupldjuk 6sszege 30.”

A masodik allitdisommal ,,agyoniitottem az els6t”, mert a dupldjuk Osszege
biztos hogy 20.
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11/3) Algebrai mddszerek 2: Egyenl§ egylitthatok modszere
Figyelem: nagyon el lehet szdmolni az egyenlétlenségeket.
a) 5Sx+4y=-19 x=—2; y=—9/4
3x—4y= 3

b) 6x+5y=-3

4x -3y =17

Az els6 egyenletet megszorzom ......... -el, a masodikat .......... :

akkor a két egyenletben az x-ek egyitthatdja ugyanannyilesz: ................
(A e €S A i, LKKT-e ad....cooiaiin.)

FIGYELEM: tartsuk a format: x-ek, y-ok, konstansok egymas alatt!

c) -6x-3y-3=0
15x—4y =27
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e) (x=7)(2y-4)=2(x+8)(y-11) x=-3, y=5
(3x=1)(y+1)=(x=3)(3y=5)

f) (4x=3)(y+6)=2(x+1)(2y+5)
(7=x)(6y+11)=(=2x-1)(3y+8)

A jobbaknak: Oldd meg az egészek halmazan: 9x*=1085+4y?
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[I/4) Mddositott Gauss-féle eliminacié (az egyenlé egyltthatok moddszerének
tovabbvitele) 3 ismeretlenes egyenletrendszernél.:

b)

Egy oldalra az ismeretlenek, abc sorrendben, masik oldalon a konstans.
Nagyon szépen, tabldzatszeriin nézzen ki!

Az egyik egyenlet egyik ismeretlenével a mésik kett6bdl ,kiejtjik” azt.
igy kapunk egy kétismeretlenes egyenletrendszert.

(ha mar jobban megy, lehet otletelni)

,Forma dat esse rei” — (A forma adja a dolog lényegét - avagy ha nem tartod a
rendet, elveszell!)

3y+2x=z-1

z—3x=2y+6

2y+x=3z-2

3x+y=2z2=6
z+2y=2x+1
4x—-2y=6y—1
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11/5) Ujismeretlen bevezetése

2 + 6 =11
X=y x+Yy
A,
- =0,1
X—=y x+y
1 1
x——=—g
b) y5 3
3x——=——
y

KIKOTES:

KIKOTES:

102

(x=7; y=3)

>

(x=1/3; y=2)

(x==8; y=0)



[ll.  Példak az linearis egyenletrendszerek hasznalatahoz
[11/1) Szovegesek atirdsa tobbismeretlenes egyenletrendszerré
a) Egy haromjegyli szam elsé és harmadik jegyének Osszege 8. A masodik
szdmjegye az elsénél egy 1-gyel nagyobb. Ha felcseréljiik az els6é és a harmadik
szdmjegyet, akkor 594-el nagyobbat szdmot kapunk, mint az eredeti. Mi az

eredeti szam?

b) Péter, Janos és Andras éveinek szama egyitt 28 év. Péter, és Janos egylttes
életkora Andras életkoranak 10-szerese plusz 6 éw. Péter annyival id6sebb
Janosnal, amennyi épp Andras. Hany évesek?

c) Két pozitiv szdm ugy aranylik egymashoz, mint 4:3-hoz. A nagyobbik kétszerese
5-tel kisebb a kisebbik 3-szorosanal. Melyik ez a két szam?

H/2) e figyelés!
(2x=3y+5)%+|x—-2-y|=0
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Egyéb szoveges egyenletek:
Cél: atirni egyismeretlenes, vagy két- ill. tobbismeretlenes egyenletté/egyenletrendszerré
IV/1) Egyszer(ibb, csak ,atkddolandd” szovegek.

a) Egy farmon tyukok és diszndk laknak. 61 fejik van és 176 labuk. Melyikbdl
mennyi van?

b) 2 egész szdm aranya 2:3. Ha az 6sszeglikbdl elvesziink 5-6t, 65-6t kapunk. Mi a
két szam?

c) Haegy kétjegyl szdm szdmjegyeit feleseréljik, akkor az eredetinél 36-tal kisebb
szdmot kapunk. Az eredeti szam elsé jegye kétszerese a masodik jegynek. Mi ez
a szam?
Az els6 nehézség: felirni azelsé feltételt:
A mdsodik nehézség: az.elsé feltételt atirni‘egyenletté!

d) Egy téglalap egyik oldalat 25%-kal megnoveltiik. Hany szdzalékkal kell
csokkenteni a szomszédos oldalt, hogy a teriilet ne valtozzék?
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e) 6 osztalyosba felvételi: 2015. januar 17: Aladar egy tabla csokit szeretne venni,
de ehhez 60 Ft-ja hianyzik. Bélanak ugyanehhez a csokihoz 45 forintja hianyzik.
Egyutt annyi pénzik van, hogy vehetnek egy ilyen tédbla csokit, és még marad 10
Ft-juk. Hany forintja van Aladarnak?

f)  Harom szam 0Osszege 100. Ha az els6t elosztjuk a masadikkal: a hanyados 5, a
maradék 1. Ha a harmadikat osztjuk az els6vel: a hanyados és a maradék
ugyanaz, mint az el6bb. Melyik ez a harom szam?

IV/2) Szazalékos és keveréses feladatok

Alap: Nincs szazalék, csak valaminek szazados torttel torténé szorzasa.
Hany szazalékkal'nétt, ami 30 kg-rél 41 kg. lett?

a) Mi a jobb: apamnak felemelik el6szor 20%-kal a fizetését, majd a kovetkezd
hdonapban még 20%-kal, vagy hogy rogton 40%-kal emelik.
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b) Egy bolt egy cipé arat el6szor 40%-kal, majd a kialakult darat még 20%-kal
csokkentette. Hany szazalékkal csokkent az eredeti ar?

c) Egy arany-eziist 6tvozetben 30 % arany van. Ha még 10 g eziistot adunk hozza,
25 %-os lesz az arany ardnya. Hany gramm arany és ezlst volt kezdetben az
Otvozetben?

d) Vanvalamennyi kg 25 %-os oldatom. Hozzadntok 10 kg 50 %-os oldatot, és 40%-
osat kapok. Hany kg volt az eredeti oldat?

e) Hany kg 20 %-os séoldathoz hany kg 5%-0s séoldatot kell 6sszednteni, hogy 20
kg 10 %-os oldatot kapjunk?
Mo.: Egyenletrendszerrel:
x kg 20% és y kg 5%-os.
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IV/3) Munkavégzéses feladatok

a) Egy csoport 8 dra alatt végez el egy bizonyos munkat. A masik 12 dra alatt. Az
gyorsabb csapat elkezdi a munkat, és egy d6ra mulva csatlakozik a lassabb.
Osszesen mennyi id6 végzik el a munkat?

Kotelez6 a forma tartasa

b) Egykdad azegyik csapbdl 30 perc alatt telik meg, a masikbdl 25 perc alatt. EIGszor
kinyitjuk az elsé csapot, majd ra 5 perccel megengedjiik a masikat is. Osszesen
hany perc alatt telik meg a kad?

Kotelez6 a forma tartdsa

c) Apa 1,5 dra alatt 30 maszkot készit, a felesége 2 dra alatt 30-at. Hany dra alatt
készitenek 105 maszkot?
Koételez6 a forma tartasa
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d) Apa vakcinat gyart sutyiban. A munkat 12 dra alatt végzi el egyediil. A fidval
egyltt 10 6ra alatt végeztek. Mennyi id6 kell a fidanak ahhoz, hogy egyedill
elvégezze a munkat?

Kotelez6 a forma tartdsa

e) Egy medence az egyik csapbdl 4 6ra alatt telik meg, @ masikboél 6 6ra alatt. A
kifolyon 8 6ra alatt lehet teljesen leengedni. Ha megnyitjuk az elsé csapot, és
csak két dra mulva a masikat, de akkor azt'is észrevessziik, hogy a lefolyé nyitva
maradt, ezért azt elzarjuk, akkor 6sszesen hany.6ra alatt telik meg a medence?
Kotelez6 a forma tartasa

IV/4) Sebesség, utazas
a) Egy kerékparos 20 km/dra sebességgel haladt 1 6ran keresztiil, majd megallt 2
ora pihendre, és még 2 oran keresztll 30 km/dra sebességgel haladt. Mekkora
az Utra vonatkoztatott atlagsebessége?
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b) Egy kocsi vidékre megy. A varosban 30 percig araszol kifelé 12 km-t. Utdna a
palyan 170 km/h-val szaguld 42 km-t, majd 70 km-t tesz meg 1 6ra alatt.
Mekkora az atlagsebessége.

24+170+70 _
3

Szokasos hiba: sebességek szamtani kozepe: 88

c) Kétvaros tavolsaga 30 km. Egy kerékpdros megallas nélkiil teszi meg oda-vissza
az utat. 20 km/éra sebességgel halad.odafelé, wvisszafelé pedig 30 km/dra
sebességgel jon. Mekkora az Utra vonatkoztatott atlagsebessége?

d) A2km/orasebességli folyon két hajoallomas tavolsaga 12 km. A hajo sebessége
10 km/d6ra..Mekkora az Utra vonatkoztatott atlagsebessége, ha megallas nélkdl
teszi meg oda-vissza az utat a két kikoté kozott?
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e) A6km/drasebességlifolyon két hajoallomas tavolsaga 12 km. A hajo sebessége
15 km/dra. Mekkora az Utra vonatkoztatott atlagsebessége, ha megallas nélkil
teszi meg oda-vissza az utat a két kikoté kozott?

f)  Egy folyon dllandd sebességgel halad egy motorcsdnak. Felmegy 20 km-t majd
rogtdn visszafordul. Osszesen 3 ra alatt teszi meg azoda-vissza utat.
Ezek utan 10 km-t megy lefelé és csak 5-6t jonwisszafeléxzerre 1 dra kellett.
Mekkora a csénak és a viz sebessége?
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g) Egyfolyd 4 km/h-val folyik. A csénak 6 km/h-val halad a vizhez képest. Kiesik egy
labda, de csak 2 6ra mulva veszik észre. Rogton visszafordulnak. A
visszafordulastél kezdve mennyi id6 alatt érik el a labdat?

h)  Egy réka 50 m-r6l meglat egy nyulat. Elkezdi Glddzni. A roka masodpercenként
4-et ugrik, ugrdsainak hossza 0,8 m. A nyul masodpercenként 6-ot ugrik, de csak
félmétereseket. Utoléri-e, és ha igen, mikor éri utol a réka a nyulat.
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IV/5) Linearis fliggvény megadasa a grafikonjanak két pontjabdl
Adott egy linearis fv. grafikonjanak 2 pontja: A(=1;2 ) és B(2;=3 ). Ird fol a fv-t és
jellemezd!
1. Mo.: meredekséggel
2. Mo.: egyenletrendszerrel

IV/6) Adott egy 5; 7 és 8 cm oldalu A. A cstcsok.mint kp. kortil harom, paronként egymast
érint6 kort rajzolunk. Mekkorak a koréksugarai?

|

112



Fliggvények és Egyenletek: E
Paraméteres egyenletek , avagy a képlet-gyartas”
A képletet gyartunk — hogy a masiknak ne kelljen egyenleteket megoldani...

I/1) Képletek a természettudomanyban

a-t’

Fizika: Ut — gyorsulds -id6 s =

Kémia: M (molaris tomeg), n (anyagmennyiség), m= tomeg. Ekkor: m=n-M
I/2) Permet keverés
Alapallas: Hatdsagilag a permetlé megengedett tomegszazaléka: 12%.
Vagyis pl. 100 kg permetbdl: 12 kg a vegyszer.

Vagy mondjuk 250 kg-bol:

lgenam, de a boltban csak 40%-os oldatot tartanak.
Véguil van még az eladd lany: Ramadna.

a) Juliska néni jon a boltba, és kér 75 kg permetet (nyilvan 12%-0sat).
Hogyan keverje ki Ramdna a permetet?
Ramodna tandcstalan. Raména hivja a baratjat, aki.felallit egy egyenletet, és
megoldja — é s elmondja, hogy ennyi vegyszert. mérjen ki és mennyi vizet.

De alig lép ki Juli néni a bolt ajtajan, betoppan Marika néni, és neki 45 kg kell
permet kell. Raménat kiveri a viz, nem tudja kikeverni a vegyszert, kiriugjak az
allasdbdl, mehet kapalni. Ramadna Ujra hivja a baratjat, aki felallit egy egyenletet,
és megoldja, és kozli az eredményt: mennyi vegyszer és mennyi viz kell.
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b)

De a falusiak csak jonnek és jonnek, hogy vegyék a permetet. Ramdna pedig
sajnos nem matematikus. Ramdna baratja pedig nem ér ra mindig.

Vagyis kell egy képlet, hogyha mondjuk jon Jéska bacsi, és p kg tomeg( permetet
akar, akkor mennyi vegyszert és vizet keverjen be Ramodna.

Ramadnanak kell egy képlet, amelyik megmondja, hogy a kivant p kg. tomegd
permet ,fliggvényében”, mennyi 40%-os oldatot keverjen be, és aztan mennyi
vizet rakjon hozza.

Ramdna szomoru. A baratja nem ért ehhez. Segitsuink rajta ©.

Gyartsunk Ramoénanak egy képletet.

De az élet bonyolddik: barmilyen téményséqgii oldatot kérhet ezentul a vevé, és
persze barmennyit: Ezimar végképp meghaladja Ramdéna kompetenciajat. Es a
baratjaét is, Ronalddéét. Vagyis az lUzletvezet6nek matekoznia kell...

Mivel nemstudjuk elére, hogy hany kg. és milyen toménységlit rendelnek.

Legyen p kg, és q %-os az oldat, melyet Ramdnanak ki kell kevernie a 40%-0s
oldatbdl.
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I/3) Valdjaban egy linearis fv. inverze is: képlet az 6sképhez

I/4) Egyéb paraméteres egyenlet: cél ,a paraméter filiggvényében kifejezni az
ismeretlent”.
Vagyis: x= és a jobb oldalon csak paraméter van és valds szam. pl: x=3p3-14p+2

a) 2x+a=4 a=param.
,Cél: a paraméter flggvényében kifejezni az ismeretlent.”

Vagyis mindig meg tudjuk mondani az ismert mdveletek hasznalataval — mint
valami képletbdl kiszdmolva —, hogy mennyi azx.

b) ax=b—3x a,b paraméterek

c) bx+3=4b+2 b=param.
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A paraméteres egyenletek altalaban

11/1)

11/2)

A paraméteres egyenletek megoldasdnak alapelve:

CEL: A paraméteres egyenleteknél
a paraméter(ek) fliggvényében kell kifejezni az ismeretlent.

Ezért ugy kell rendezni az egyenletet, hogy
végll az egyik oldalon csak az ismeretlen alljon,
egy — a paraméter(eke)t tartalmazo — kifejezés, de az ismeretlen mar semmiképp.
Vagyis ,Képletet kapjunk az ismeretlen konnyd kiszamitdsahoz”.

Az egyenlet megoldasa utan kigy(jtom egy tablazatba, hogy a paraméter(ek) mely
értékeire értelmetlen a kifejezés, mely értékeire # megoldas, és mely értékekre
létezik, és akkor azok fliggvényében mennyi az ismeretlen. Vagyis a végén
megvizsgdljuk, hogy mik-és-mik a megoldasok, ha a paraméter ,bejarja” a valds
szamok halmazat.

Gyakorlas

a) px+9=p%+3x

x-et akarom kifejezni, ezért gy rendezem az egyenletet, hogy az egyik oldalon
csakis olyan tagok legyenek, melyekben van x, a masik oldalon a paraméter,
illetve a konstansok.

116




b) 2p?x—p—2=20px-50x p=param

\g\\‘»

c) 2px—2-=3x aram
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d) a’x=a

e) M=2+2p2—4p Kik:
p—2

‘,ﬁ\\}
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f)  4px>—x=x*+2px

‘,ﬁ\\}

a+1

g) =2a+1 Kikotés:

x-5
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at+x x—b

h
) b a

=2 Kik.:

[1/3) Egyenlétlenséghez vezets paraméteres egyenletek
a) Mely p paraméterekre lesz nemnegativ megoldasa a kéve

2px—4p = 5x-3
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b) Mely p paraméterek esetén lesz 4—nél nem nagyobb a kovetkezd egyenlet
megoldasa:

p2x+6px+9 = p?—9x

c) Mely p paraméterekre Jlesz3-ndl..nem kisebb megolddasa a kovetkezd
egyenletnek?

4px—2p = 4p*x+x-1
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[I/4) Paraméteres egyenl6tlenségek

a) 3ax+220

b) 2px<p—x

‘g\\\’
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lll. Szazalékszamitds ismétlés. ,,Nincs szazalék, csak valaminek egy szazados torttel torténd
szorzasa.”

[11/1) K6zos feladatok

a) A 120a40-nek hany %-a? A 85 a 20-nak hany %-a?
b) A 15a95-nek hany %-a? A 4 a 60-nak hany %-a
a) Minekaz5%-aa7? A 19 hany %-a:a 475-nek

b) A 475-6t hany %-kal kell csokkenteni, hogy.399 legyen?

c) Egy aru_drdt 30%-kal megemelték, majd uUjra megemelték 30%-kal. Hany
szazalékkal nétt.az eredeti ar.

d) Egy aru arat 20%-kal csokkentették, majd ujra csokkentették 20%-kal. Hany
szazalékkal csokkentették 6sszesen?
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I11/2) Egyéni feladatok

a)

b)

d)

Mekkora volt egy arucikk eredeti dra, ha 35%-o0s drengedménnyel 22425 Ft-ért
megkaptuk?

Ha egy négyzet egyik oldalat 20%-kal csokkentjiik, a masikat pedig a 20%-kal
noveljlk, akkor a négyzet terlilete 49 négyzetcentiméterrel csokken. Mekkora
volt a négyzet eredeti terlilete?

Egy tartdlyban taldlhatd folyadék 28%-at kiontotték, igy 972 liter folyadék
maradt benne. Hany liter folyadékot ontottek kiatartalybdl?

Harom szdm_ 6sszege 1410. Az els6 szam a masodiknak 40%-a, a mdasodik pedig
a harmadiknal annak 30%-aval nagyobb. Melyik ez a hdrom szam?

Egy készilék arat hany szazalékaval novelték meg, ha Aladar kiszamitotta, hogy
a megnovelt drat egyhatodaval kellene csékkenteni ahhoz, hogy az eredeti arat
visszakapjuk?
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f)  Egy készilék arat januarban 40%-kal csdkkentették, majd februarban ujabb
40%-kal lejjebb szallitottak. A nagyobb reklam kedvéért ugy probaltak beallitani,
mintha ez altal az eredeti drat 80%- kal csokkentették volna. Aladdr azonban
kiszamitotta, hogy a valésdgos 80%-os arcsokkentés a februdrinal 40 000 Ft-tal
alacsonyabb arat eredményezett volna. Mennyi volt a készlilék eredeti dra?

IV. Ismétlés
IV/1) Apa 12 éra alatt vagna fel a t(zifat. A fia 16 6ra alatt vagna fol ugyanazt. Mennyi id6
alatt készil el a munka, ha egyitt kezdik ugyan; de 46ramulva.afia beleun, és az apa

egyedul kell, hogy befejezze.

X

p—2

IV/2) Oldd meg: +3=2x
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IV/3) a®x? — x=2ax*+x?

IV/4) Mely p paraméterekre lesz a megoldas kisebb,
2p’x—p?+4 = 3px+2x

1.
4
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Fliggvények és Egyenletek: F
Specialis linearis fliggvények
l. A konstans fv.
I/1) Def.:c(): R—>R; x—c; ,Nullad-foku”

Képe: az abszcisszdval parhuzamos egyenes.

LY

4

2.
o

N

Il. Az egyenes aranyossag
[1/1) Def.: Az f( ): R—R; y=ax (a#0) fv-t egyenes aranyossagnak nevezzik.

I\

rad

180°

[1/2) Pl.: sz6g-radian Osszefliggés
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Gyakorlasa

120° hany radiannak felel meg?

37, 21/5 és /8 hany foknak felel meg?

»,Ha a sz6g 5-szorosére nd, akkor a radian is, vagyis a hanyadosok megegyeznek.”
»Hdnyszorosdra vdltozik eqy sz6g?”:
A hanyadosuk mondja meg, hogy hanyszorosukra valtoztak.

60°-nak, illetve 45°-nak mekkora‘tivmértek felel meg?

5 gyerek 2 dra alatt 80 szendvicset készit. Hanyat tudna 12 gyerek 3 dra alatt
késziteni?
1 gyerek 2 ora alatt:

1 gyerek 1 éra alatt:
12 gyerek 1 éra alatt:

12 gyerek 3 éra alatt:

11/3) Egy egyenes ardnyossag 4-hez —2-6t rendel. ird fol a fiiggvényt
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lll.  Azintervallumonként linedris fliggvények
[11/1) A signum (elGjel) és a signum fv.

a)

b)

Def.:

sgn(—0,003)=
sgn(0)=

A flggvény
Def.:

Dsgn()=R
Zérushely: x=

Menet

Injektivitds:

Rsgn()=
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sgn(110)=
sgn(37?)=




c) Asgn()fv.transzformacioi

(i) Add mega —sgn(x)+3 hozzarendelésl fuggvény grafikonjanak
transzformaciéjat az eredeti sgn( ) fv. grafikonjabdl és dbrazold!

sgn(): R—R; y=
g():R—R; y=
h(): R—R;y=

f( ): R—R; y=—sgn(x)+3 =

—\ s )
A trafo:
/7 N\
Y
N Z \
7\ .
\ / 5 E -3 2 -1 0 D 3 4 5 é
)
// \\

(i) Abrazold ésjellemezd a sgh(x+2) hozzarendelés( fliggvény!

Az argumentumot figyelve kell nézni, hogy mikor -1, 0 és +1 az érték!
Egyenl6tlenség azargumentumra.

A/%

b():R—R; y=x+3
k(): R=>R;y=sgn() =
7\
g(): R—>R; y=sgn(x+3) = N
A trafé:
I/ \\
oMy
S
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 D 3 3 5 5 7 3
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(iii)

(iv)

Add meg a 2-sgn(x)—3 hozzarendelésU flggvény grafikonjanak
transzformacidjat az eredeti sgn( ) fv. grafikonjabol és abrazold!

sgn(): R—R; y=
f(): R—>R; y=
g():R—>R; y=

h(): R—R; y=2:sgn(x)-3 =

A trafo:
~\ i 3“/
N '
N\ / 5 5 4 3 2 1o > 3 4 5 .23»
7 N \
N Z -
7 N -

Kils6-belsé fliggvény gyakorlasa

a( ): R—R; y=sgn(x)

b(): R—R; y=x+3

c(): R—>Ryy=—2x

ird fol athozzarendelési szabalyokat:

aob=za(b( ))= coa=c(a()) =
bocoa= cOaoc=
Rajzoljigépeket, és add meg a fv-kompoziciot:
—2-sgn(x) sgn(—2x+3),
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d) Egyenletek, egyenl6tlenségek

(i) sgn(3—2x)=—1.
Vegylk észre, hogy ez az argumentumra €Y ......ccceeveveeveeveeereeeerrvenens

(i) sgn(x)<1,2

(i) sgn(2x—3)<§
} . I,

Abrazoljuk is:

=2

(iv) sgn(3x=1)=x*-2x+1
I . .

132



[11/2) Az egészrész és az egészrész fuggvény

a) Def.: Egy xeR szdm egészrésze az x-nél nem nagyobb egészek kozil a
legnagyobb. (Az a legnagyobb egész szdm, amely nem nagyobb az x-nél.)

Jele:
[5]= [4,3]= [-1]= [-2,4]=

L

A definicio alapjan:

x—1<[x] <x

Ugyanis: Ha xe Z = [x]=x.

Ha azonban kisebb egy egész szamnal, akkor ndla nagyobb nem lehet az [x]

Az egészrész fluggvény dltal meghatarozott érték az (argumentum-1)-nél
nagyobb, az argumentumndl kisebb egyenlé.

pl.: [x]=5 < xe

Egyenlet:
[5x] =-22 <

b) int():R—Z; x— [x]
Dint()=R ’

Zérushelyek: xe

int( ) _ const(a)
[a;a+1[ aeZ ~ [a;a+1[ aeZ

Menet: e
Rint()= : é{
2

Injektivitas:

Az el6z6 pontnal érdemes megfigyelni, hogy a s L
fliggvény képe az x-1 és az x hozzarendelésii /
fliggvények képe kozé szorul be.
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c) Egészrészt tartalmazé fuggvények, Y

egyenletek

(i) Abrazold: az int(x)+2 hozzarendelés(i ' "‘

fliggvényt

Trafo:

D = s #“4 23 2 10 3

Zérushelyek: xe

Menet:

R =

Injektivitas:

(i) Abrazold a [x=0,2] hozzarendelés(i

fuggvényt!

Trafé:

D= |

Zérushelyek: xe

Menet:

Rf = !
Injektivitas:

(iii) Oldd meg: [x]=x

(iv) Alappélda: [x]=3x+2 tanm_fuggvenyek_egyenletek_F_3 2 c.ggb

1. mo:
[xleZ =
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2.mo.:
x—1 < [x] £x

(v)  3[2x+2]-1=4x+3

c
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[11/3) Tortrész és tortrész fuggvény (tanm_fuggvenyek_egyenletek _F_3_3.ggb)

a)

b)

c)

Def: {x}:=x—[x]

{53

{_4r 3 }=

A fuggvény: frac( ):R—

{0,8}=

{0,672}

Segit a definicid: {x}:=x—[x]

Dfrac=
Periodikus
Zérushely:

Menet:

Injektivitas:

Rfrac=

Tortrészes egyénletek,
figyelés!

(i) Mivelegyenl6:

[sgn’(x)]=
(i) {x}=0,8
(i) {x}=—0,2

{6}=

{

ﬁ

}:

-41=

2

w

N

egyenl6tlenségek. Nagyon

136

sgn({x})=

fontos az értékkészlet



(iv) Alappélda: {3x}=0,6

(v) {-2x+3}=0,6

c

(vi) sgn{x}=[x]
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[11/4) Az abszolutérték: Kalandozasok a matematikaban 8. oszt./144.0-

a)

b)

Def: |x|=

Ez szemléletesen azt mutatja meg, hogy milyen tdvol van az adott szam a 0-tdl.

|5,3|= |-6,2|= |0]= ‘—4,9

Osképkeresés:

|x|=2

A definicid ekvivalens a kovetkez6 definicioval:
| x|:=sgn(x)-x

All.: |a]=]-a]
Vegylk észre: x’=

A fliggvény
abs( ): R—>R*; x— | x|

Dabs=R.

Két intervallumra kell leszlkiteni, és azon a ket intervallumon két kiilonb6z6
linedris fv-ként viselkedik.

abs() = fv. abs() = fv.

ZH:

menet:

Nem injektiv.
Alulrél korlatos.

(6,

S

w

N

II'

Figyelem: ,abszolutértéknél toréspont ott van, ahol az argumentum jelvaltd
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Definiciok fuggvényjellemzéshez:
... Xo€ D¢ az f( ) fv. minimum (maximum) helye és f(xo) a fv. min. (max.) értéke,
ha Vxe Dt = f(xo) < (2) f(x).

... f( ) fv. paros, ha Vxe D = —xe Ds és f(x)=f(—x)
Pl: x? fv., vagy |x| vagy x* fv.

... f() fv. paratlan, ha Vxe D = —xe D és f(x)=—f(—x)
Pl: x fv., vagy x3 fv.

c) Egyszerlbb fv-dbrazolasok, egyenletek
(i) Abrazold és jellemezd: f( ):R—R; y=|x-2]|
. Intervallumonkénti — toréspontok szerinti — dbrazolas:
Argumentum-toréspont - keresés:
I .

h 2

. A belsé fuggvény trafdja: Fliggvényérték trafd (az abs. értékkel!)
b(): R—R; y=
k(): R—R; y=
kob=k(b( ))=
Az b( ) fuggvény képe linearis:
A k() fliggveny egy.abszolutérték fliggvény, vagyis a nemnegativ
értékeket nem trafdzza, a negativ értékeknek az ellenkezéjét veszi.
Vagyis ami az x tengely alatt van, azt ,tiikrozi az x tengelyre”.

¥

° fliggvénykompozicids abrazolas:

Argumentum trafo
Csak roviden:

b()

"_2"

N

b(x) x-2

AN

k()

¥

"l | fv"

—

[%-2] k(b))
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(ii) Egyenlet: |x-1]| =%x+4

Egyenletmegoldas mindig:

Intervallumonkénti — toréspontok

szerintil

-2 -1 0 4 8 1 1 12

oy

(iii) 2‘%—1‘—3 = Dx 47

Egyenletmegoldas mindig: Intervallumonkénti — toréspontok szerinti!
I I.
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d) Osszetettebb egyenletek: Abszolutértékek 6sszege, kiildnbsége

(i) |10-2x|+|3x=2] = %+12

ElGszor is bolcsebb a kovetkez6 formara hozni:

| |+|3x—2|=§+12

Egyenletmegoldas mindig: Intervallumonkénti — toréspontok szerinti!
Keressiik meg a toréspontokat: Jobb az el§jel grafikont nézni.

Ezek utan csak 3 szétvalasztas van:
l. Il. 1.

Nézziik meg a baloldal.intervallumokra sz(kitett fliggvényeit:
I I. [l.
(bo.: sz(ikitett fv.) (bo.: szdkitett fv.)  (bo.: szlkitett fv.)

VEGYUK ESZRE: f( ): R—R; f(x)= | 3x=2|+|2x-10]|
flggvény a kisebbik torésponttdl balra szig. m.
cs. illetve a nagyobbiktdl jobbra szig. monoton
né.

20

18

16

14

12

10
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—|2—x|+|-2x=7 | =x+5

ElGszor is bolcsebb — lenne — a kdvetkez6 formara hozni:
| |+ | =x+5 Meég a sorrend is szdmitana...

De most ligyetlenek vagyunk, és az eredetit nézziik — és senyvediink.

Egyenletmegoldas mindig: Intervallumonkénti — toréspontok szerinti!
Keressiik meg a toréspontokat: Jobb az el§jel grafikont nézni.

Ezek utan csak 3 szétvalasztas van:
l. 1. 115

Nézzik mega baloldal intervallumokra szlkitett fliggvényeit:
I. I. Il.
(bo.: szlkitett fv.) (bo.: szlkitett fv.)  (bo.: szlkitett fv.)

i
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e) Osszetettebb egyenletek: Egymasba-skatulyazott abszolutértékek
(i) [x—2-3 =§+1 ESETEKRE BONTAS!

(ii) 4||2x+1|—4|=2
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(iii)

| 1-2x|—|3—x| = x+2

\9\5

=~
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IV. Flggvény-transzformaciok

IV/1) Egy Ujabb geometriai transzformacio: merdleges affinitas
tanm_fuggvenyek_egyenletek_F_4_1_meroleges_aff.ggb

a)

b)

Def:

adott t egyenes (tengely) és Ae R\{0;1}

tM):

S—S; PP’

ahol: Pet= P=P’

PP’ Lt

A >0 = P és P’ ugyanabban a félsikban vannak
A<0 = P és P’ két kiilonboz6 félsikban vannak
d(t;P")=|Al-d(t;P)

Jeldlés: t(P)=P’

Tulajdonsagok (szokastdl eltérén el6re vessziik, mert nem egyértelmuek)

(i)

(ii)
(i)
(

iv)

(v)
(vi)

(vii)

(viii)

(ix)

Illeszkedéstartd
Nem tavolsagtartd és nem is szogtartd

Egyenest egyenesbe visz (majd belatjuk — a kp-0s.hasonldsagi tarénal)
Altaldban nem szimmetrikus, kivévetha A=—1(Ebbenaz esetben:
tengelyes tlikrozés)

Koruljaras-tartds: A pozitiv igen, negativ: megforditja

Kblcsondsen egyértelm( (injektiv)

(egy pontnak csak egy 6sképé van)

Altaldban nem szimmetrikus

Fixpont, fix egyenes, fixalakzatok (ha A#1); Invarians egyenesek, invarians
alakzatok
Specidlis esetek:
A=1: Azonossag

A=—1: Tengelyes . ’ Q
tikrozés R
A g Q
= o
= y ; Q/

Meréleges Affinitas R

A=0.5

Szerkessz ilyet:
Pont, Egyenes: t-re meréleges és t-re nem meréleges; Szakasz, Kor
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IV/2) Fliggvénykompozicidk és az inverz fliggvény

a) Kils6-belsé fuggvény
f( ): R—>R; y=sgn(x)
g(): R—>R; y=x+2
h(): R—>R; y=—3x
Mit csindl az ,f( )” figgvény?: A bedobott argumentumnak veszi a szignumat.
Mit csindl a ,,g( )" figgvény?: A bedobott argumentumhoz hozzdad 2-6t.
Mit csindl a ,,h()” fliggvény?: A bedobott argumentumnak veszi a —3-szorosat.

fog: ) fog= .
ird be a gépbe a , m(ikodésiiket”: * L
Az elkészilt fuggvény 7\
c():R—R;y= \ /
A Y
7 \
gof: gof= ,
ird be a gépbe a ,,mikodésiiket”: 7 %
Az elkészilt figgvény: \ /
d( ): R—>R; y=sgn(x)+2
7

/

ird fol a kovetkezd fliggvényeket kompozicidkkal, géppel:

—3-sgn(x+2)= sgn(x+2)+2=
N/ N/
| | | .
/ \
A L‘ | \ /
| A 7\
N/ \ /
| | |
—3-sgn(—3x+2)= —3x+4=
\\ /[ .
| . -
\ /A
N/
| | |
8 7/ \
‘ \ / ‘ \
7 | .
| |
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b)

Inverz figgvény
Csakis mely figgvényeknek lehet inverze: az injektiv (kélcsondsen egyértelm)
fliggvényeknek!
f(): R>R; y=2x-3
Kérdés: Mit kell bedobni a fliggvénybe, hogy alul k ,,pottyanjon” ki?
Legydrtjuk a ,visszafelé tekerGs” fliggvényt az eredetibdl:

Invertaljuk:

f1(): R=>R; y=

Vagyis ha -t dobok be a fv-be, akkor k értéket ad.

\ /

2( )3

/A

k

IV/3) A kiilsé fliggvény linearis, a belsé a ,,trafézandd”, pl: sgn( ), frac( ), int( ), abs( ).

fv_trafo__kulso_fv__fiiggvényérték_trafo_F 4. 3.ggb

a)

g(): R—R; y=sgn(x)+2,5 \ /
b():R—R;y= -
k():R—R;y= v

g()=

/

Vagyis @ sgn(_ ) fv.iminden kiadott értékéhez még 2,5-6t hozzaad a masik
fuggvény:

Képileg: a szignum fliggvény minden értelmezés-tartomanybeli helyhez tartozo
érték helyett 2,5 egységgel magasabban talalhato értéket rendel:

Jfeltolja” a fv. képét 2,5 egységgel.

Geometriai transzformacioval leirva:

grafg) =

w

| 3
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b) g():R—R;y=[x]-3 Sy
k(): R—R; x— \ /
— /
g= 7
. _ : . %
Vagyis az egészrész fv. minden kiadott 5
értékébdél még 3-at levon a masik figgvény. 4
Képileg: az egészrész fliggvény minden .
értelmezés-tartomanybeli helyhez tartozo
érték helyett 3 egységgel lentebb taldlhato
értéket rendel: ,letolja” a fv. képét 3 k
egységgel. T R S —
A trafé: grafy = o
\
A\ £
2
c) 8():R—R; y=—§{x} 7\
b(): R—R;y= \ L
k(): R—>R;y= 7
g=
Vagyis @ frac(?)»fv. minden kiadott értékének veszi a —%-ét a masik fliggvény.
Képileg: a tortrész fliggvény minden értelmezés-tartomanybeli helyhez tartozo
érték helyett annak a —%-ét rendeli: —%-os merdéleges affinitassal ,tukrozi az x
tengelyre, majd ,6sszenyomja” az y tengely mentén/v. ,6sszenyomja az x-
tengelyre” az eredeti tortrész fv. képét.
A trafé: grafy =
1‘y l
-5 -4 -3 -2 -1 0 D 3 4 ‘5
_‘I |




d) g():R—R;y==3{x}

b(): R—R;y=
k(): R—R;y= 0
&= )
A trafé: grafy = \ £
3()
Vagyis a frac( ) fv. minden kiadott értékének P X

veszi a (—3)-szorosat a kilsé fuggvény.
Képileg: a tortrész fiiggvény képét a 3-mal -0

szorz6 flggvény x*3 merdleges affinitassal —3ux}
»,Sz€thuzza” az y tengely mentén.

Végiil a —1-gyel szorzé fluggvény tikroz az x tengelyre.

Ez persze egyben is megy: —3-mal szorz6 fliggvény: x*= meréleges affinitassal
trafézza a beledobott fliiggvény képét.

e) f():R—R; y= —%{x}+1
b(): R—R;y=
k( ):R—R; y=
f( )=

A trafé: grafs =

-—
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f)

g)

g():R>R; y :Hx+3|—2‘+1

Egy kicsit tanulmdanyozhatjuk ezen azt is, hogy hogyan ,traf6z” maga az abszolut
érték fuggvény.

Tudjuk, hogy a pozitiv értékeket békén hagyja, a negativokat —1-gyel szorozza.
A negativ értékek helyett -1-szeresiliket adja, vagyis tlikrozi ezeket a Ill. és IV.
siknegyedbe es6 pontokat az x tengelyre.

Tehat el6szor ,feltikrozzik” az x+3 grafikonjanak x tengely ala es6 szarat az x
tengelyre. Majd ezt a V alakot lentebb toljuk 2 egységgel, majd megint a V alak
x tengely ald esé részét tikrozziik az x tengelyre. Végll az igy kapott W alakot
felemeljik 1-gyel.

o

(6,

w

N

-

Def.: lokdlis <#minimum_ (maximum): .. xoeDr lokdlis minimumhely
(maximumhely), ha Jks(xo)— Vxe ks(xo)NDf = f(x) = (<)f(xo)

Osszefoglalas: Kiilso fiiggvénnyel trafézzuk az eredetit — fiiggvényérték trafo

Ha a kilsé. fuggvény linearis, akkor a belsé fliggvényt az y tengely mentén
trafézom.
Ha egynél nagyobb szadmmal szorzom, akkor az y tengely mentén ,,széthdzom a
fliggvény képét”. Ha 0 és egy kozé esé szammal szorzom (vagyis egynél kisebb
pozitivval szorzom), akkor az y tengely mentén ,6sszenyomom” a flggvény
képét.
Negativ szammal torténd szorzas: el6szor tiikrozom az x tengelyre, majd mintha
pozitivval szoroznék...
Ha hozzdadok vagy kivonok bel6le egy pozitiv szamot, akkor fel illetve lefelé
tolom a fliggvényt.
Egzaktul:

ha a kiilsé fiiggvény: ax+b (a#0)

( vagyis a fliggvénykompozicié: a-f() + b))
akkor: el6szor: x»2( ) trafé; majd: EVOP trafo: EV(OP)( x*=2(grafy()))
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IV/4) A belsé fliggvény a linedris.

»Valtozé (argumentum)-transzformacio”

a)

f): R—R; y=|x-3| i
Miel6tt nekilatunk a vizsgalatnak, szogezzik le: ez ‘()_3 \—‘( )+3‘

nem az | x|-3 hozzdrendelésd fliggvény. Hiszen pl. az

f( ) fv. értékkészlete a nem-negativ szamok, az |x|-3 -
é pedig lehet =3 t4l folfelé barmi, pl. =2 is. " | # ‘

Mondjuk f(0)=3, és |0|-3=—3 [x=3|
b(): R—R; y= x+3
)
abs(): R—R; Y= ‘( )—3\\;}( )+3‘
|
f( )E X

[—
ElGszor is vizsgdljuk meg az abszolutérték fliggvényt:

A minimum helye, ,,csicsa” az x=0 helyen van, és ott

0-t vesz fol.

Hol veszi fel ezentul a O értéket?

Ugy lehetne mondani, hogy ,3-mal késébb, 3-mal nagyobb szamnal”, hiszen
minden bedobott valtozébdl elészor le kell vonni 3-at. Vagyis ezentul az x=3
helyen veszi fel azt a O értéket, amelyet korabban‘az x=0 helyen vett fel.

Hol veszi fel ezentul a kordbban x=2-h6z tartozé |2|=2 értéket?

»3-mal késébb, 3-mal nagyobb szamnal”. Hiszen az x-3 belsé fliggvény az 5-bél
csindl 2-6t, amelyet be kelldobni az |.|fv-be.

Az eredeti fv. xo helyen |xo| értéket vett fol. Az Gj figgvénybe mit kell
behelyettesiteni, hogy | xo| értéket adjon? A belsé fliggvény kimenetébe dobjuk
be az xo értéket, és nézziik meg, hogy mit kellett ahhoz bedobni, hogy a belsé fv.
xo-t adjon, vagyis mi az xo belsé fv. szerinti 6sképe: b™(xo)

Szumma-szummanum: minden szokasos értéket ,3-mal kés6bb” vesz fol; a belsé
flggvény.inverze is mutatja: az eredeti szam helyett annak a bels§ fliggvény
inverzével trafézott Gsképét kell bedobni a flggvénykompozicidba, hogy a
szokasos értéket kapjuk.

Tehdt a kép jobbra tolddik 3 egységgel:
grafe)=E*®%(grafaps()) 7hy

()]

EN

N W
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b)

g(): R—R; y=|x+2,5|
b(): R—R;y=
abs(): R—R; y=

g()=

Az abszolutérték fliggvényt: minimum helye,

,csucsa” az x=0 helyen van, és ott 0-t vesz fol.

Hol veszi fel ezentul a 0 értéket?
Ugy lehetne mondani, hogy ,,2,5-mal
korabban, 2,5-tel kisebb szdmnal”, hiszen
minden bedobott valtozéhoz el6sz6r hozza
kell adni 2,5-6t. Vagyis ezentul az x=-2,5
helyen veszi fel azt a O értéket, amelyet
kordbban az x=0 helyen vett fel.

()2

x+2.5

A

|x+2,5]
x=-2.5

\

\

/

{)+2

( )_25

b

\

/

i

||

th

Tehdt ha eddig xo helyen yo értéket vett fol, akkor ezentul'ezt az yo értéket az xo—

2,5 helyen veszi fel.

Az eredeti fv. xo helyen |xo| értéket vett fél. Az Gj fuggvénybe mit kell
behelyettesiteni, hogy | xo| értéket adjon? A belso fliggvény kimenetébe dobjuk
be az xo értéket, és nézziik meg, hogy mit kellett ahhoz bedobni, hogy a belsé fv.
xo-t adjon, vagyis mi az xo belsé fv. szerinti 6sképe: b™(xo)

Szumma-szummarum: minden szokasos értéket ,2,5-tel kordbban” vesz fol; a
bels6 fluggvény inverze is mutatja: az eredeti szam helyett annak a belsé
fliggvény inverzével trafézott ésképét kell bedobni a figgvénykompozicidba,

hogy a szokasos értéket'kapjuk.
Tehat a kép balra tolddik 2,5 egységgel.

grafy()= B2 9(grafaps)

o

AN

N W

-7 -6 -5 -4 -3 -2

-1

B
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f(): R—R; y={x/3}
b(): R—R;y=

frac(): R—R; y=
f( )=

Ha eddig egy mondjuk piros ponttal jelzett yo értéket vett fel az xo helyen, akkor
mit kell bedobni a fliggvénykompoziciéba, hogy ugyanezt az ,pirossal jelzett” yo
értéket vegye fol?

Azt az értéket, amelyre a belsé fliggvény xo-ad ki, ad at a kiilsé figgvénynek:
b(xo)-t.

Konkrétan:

a belsd flggvény inverz fuggvénye: b™( ) : R—R; y=3x

ha xo-hoz a frac( ), vagyis tortrész { } fv. {xo}-t = yo-t rendel, akkor: b™*(xo)-t, vagyis
3xo-t kell bedobni a belsé fliggvénybe, hogy a tortrész-fliggvénybe xo érkezzen,
amibdl 6 yo-t gyart. Vagyis:

igy haromszor akkora x-et kell bedobni a fliggvénykompoziciéba, mint a tortrész
fliggvénybe, hogy ugyanazt az yo-t adja ki a fv. Vagyis azxo-helyett 3xo helyen
veszi fol az yo értéket.

Osszességében: a belsd fiiggvény inverzével trafézzuk az x tengely mentén a
kllsé fuggvényt.

N/
N L
/ A\
\ /
7 X
fF A
b
6 S5 @4 B3 2 41 0 4 7 &
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d) fl):R—R;y=[2x]

b(): R—R; y= L
int(): R—R;y=
f( )= ’
\ A B 2 10
/N
\ /
7 X
1y

e) f():R—R; y={-3x}
b(): R—R;y=

/ A\
\ /




f)  f(): R—>R; y=|2x-5]

b(): R—>R;y=
int(): R—R; y=
f( )=
N/ A”
A4 5
/ A\
\ / ﬂ
7\ 1
3 2 -1 0 3 5 )
IV/5) Minden egyiitt: g( ): R—R; y=—1,5-frac(2x—1)+3
N/
b(): R—=R; y= v L
frac(): R—>R; y=
/N
k(): R—R;y=
f()= \ /
/ A\
\ /
/f \\
'Y
3.5
25
1.5
0.5
25 2 15 1 -050 0.5 1.5 2 25 3 3.5
-0.5
-15
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IV/6) Add meg a trafdt, illetve a trafébdl az a,b,c,d szamokat, ha: g( )=a-f(c-x+d)+b és
g()=—-3-f(x+5)+1

gl)= >+ f (+-3)-2

I
g()= 3 f(3j+1

g( )= —2-f(2x=3)—4

grafg=E*)(x"2 (grafy()))

grafg(j= EX02) (x}<05 (y*=3(grafy))))

grafe ) =EXO (' (E429) (grafi()))

grafg( =B 2 (B4 (y*=3(grafy)))))

IV/7) Mit tesz egy linearis fv. meredekségével az a-val torténd szorzas?
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V.

Intervallumonként linearis fv-ek folytatasa

V/1) Oldd meg grafikusan is
a)  3|x-1]|+2=x+5

b) |2x-3|=x/2+1

157

"k

N




V/2) Tobb abszolut érték: grafikusan is
a) |x-1|-]|2x-3|=-0,5
ElGszor is vizsgaljuk meg, mely intervallumokra kell szétszedni a bal oldal
fliggvényét.

Jeo ]
.S
f 1o > 3 4
I |
f -2
-3
Megoldas: l. Il. [l
b) [2x=1|+]|-1-3x{=x+2
° >
12 15 -1 -0.5 0 05 1 15 2
Y
4.5
3.5
2.5
1.5
0.5
-1 -05 0 0.5 1.5
-0.5
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c) |x+3|>£+2
3

ElGszor is vizsgdljuk meg grafikusan:

w

N

d)  2-|sgn[x]|={x}-1

f)  2-sgn((x=2)>-1)=|2x-3|-1

L. II. I11.
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VI. Szamsokasag jellemzése — egy kis statisztika:
VI/1) Tavolsagosszegek minimuma

VI/2) Adott: a=-3; b=2. Kell az a szdm a szamegyenesen, amelynek a két szamtdl vett
tavolsaganak 6sszege minimalis.
Legyen a keresett szam: x. Ekkor az ,,a”-tél vett tavolsaga:
A ,b”-tol vett tavolsaga:

Vizsgaljuk meg a kdvetkez6 fliggvényt, hol van a minimum helye:
f() : R—R; y=

Vagyis lathatd, hogy barmely szamot vélasztva a

[ ; ] intervallumbal x-nek, a *
tavolsagosszeg: ...t lesz, és az a
minimum.
a) Abrazoljuk: a;beR; f(): R—>R;y=|x-a|+|x-b]|
Legyen pl.: a<h.
Ekkor:
I Il 11
Vagyis lathatd, hogy a fliggvény a kovetkezd menet:
s
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VI/3) Szamsokasag jellemzése

a)

b)

d)

Definiciok

Egy dobdkockaval 20-szor dobtunk, s tablazatba foglaltuk, hogy melyik szdmot
hanyszor dobtuk:

szam: 1 2 3 4 5 6

darab: 3 4 3 5 2 3

A tablazat alapjan a 20 adat névekvé sorrendben:
1,1,1,2,2,2,2,3,3,3,4,4,4,4,4,5,5,6, 6, 6.
Az adathalmazt mintanak is szoktuk nevezni.

Terjedelem: A legegyszer(ibb mérdszam, amivel a szorédast jellemezhetjik: a
terjedelem. A szamsokasag legnagyobb és legkisebb szamanak kiilonbségét
terjedelemnek nevezziik. A fenti szamsor terjedelme: 5

Atlag (szdamtani kozép): az adatok dsszege osztvanaz adatok szamaval. Jelen
példaban: (3x1 + 4x2 + 3x3 + 5x4 + 2x5 + 3x6):20 = 3,4

Mddusznak nevezziik a leggyakoribb adatot. Jelen esetben legtobbszor a 4-es
fordul el6, igy a mdédusz = 4. Ha lenne még egy adat, ami szintén Otszor fordulna
el6, akkor két moédusza lenne az adathalmazunknak. Tehat mdduszbdl lehet
tobb is.

Mediannak nevezziik a (n6vekvé vagy —néha csokkend - ) sorba rendezett
adatok kozépsd elemét. Ha 21-szerrdobtunk volna, akkor a sorba rendezett
adatok tizenegyedik eleme lenne a median. Most pdaros darab adat van,
ilyenkor a két kozépsd adat atlagat nevezziik mediannak. igy most a tizedik és
a tizenegyedik adat atlagat kell kiszamolni: (3 +4):2 = 3,5.
A novekvd (v. csokkend) sorrendbe tett szamok kozil: 2k+1 db esetén a
k+1-edik (a kozépsé), 2k db. esetén a k. és k+1. szamtani kdzepe (a két
kozéps6 szamtani kozepe).

Egy faluban 38-as [abtél 42-es labig élnek az emberek. Egy szegény cipész csak
egy méretet tud gyartani. Melyik legyen az? Médusz, Median, Atlag (szdmtani
kozép)

irjuk fel, hogy melyik hdnap az osztdlyban a szilletéshonapok mdédusza és
medianja.

Péter matek jegyei: 4;5;4;4;1;2;5;3;1;5
Mekkora a terjedelem, a médusz, a median?
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f)

g)

irjuk fel az osztalyban tanuléi ldbméretének: terjedelme, médusza, medianja,
szamtani kozepe.

Készitslink olyan 10 természetes szambdl 4llé6 szamadatsort, amely mddusza 2,
medianja 3, 4tlaga 8.

Mo.:

Allitas: Adott egy A szamsokasdg: elemei az;azas ... ak.
k

Y |x—a] =min & x=aszamsokasag medianja.

i=1

Figyelem, ez nem halmaz, lehet sok egyformais!!!

Nem bizonyitunk, csak felvazoljuk a bizonyitas gondolatmenetét:

Pl.: 5 db szam: -10; -5;-1; 2; 5
ABS(x —(— 10)) +ABS(x =(=5)) + ABS(x—(-1)) + ABS(x—2) + ABS(x-5)=

f(x)=|x+10J+ | x+5 |+ | x#1]+|x=2|+|x=5]

Vigyazat, ez a szam véletlenil sem a
szamtani kozép:
-10;-5;-1; 2;5

58

medidnja: ............. ,

mig szamtani kozepe.: ........... 20

—38 —28 -i8 i8 28
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Fliggvények és Egyenletek: G
Masodfok a Pitagorasz-tétel el6tt

l. A masodfoku fliggvény
I/1) Definicid és a parabola

a)

b)

Def.: Az f( ): R—=R; f(x)=ax?*+bx+c (a;b;c paraméter; a#0) hozzarendelési szabalyu
fliggvényeket masodfoku figgvényeknek nevezziik.

Tétel: (11. osztalyban kés6bb bizonyitjuk): A masodfoku fliggvények grafikonja
parabola, melynek tengelye parhuzamos az ordinataval.

A parabola (Geometria A/IV/1/h)
tanm_fuggvenyek egyenletek G_1_1_b_parabola.gghb
(i) A parabola definiciéja
Adott egy v vezéregyenes és egy Fe v fokuszpont.

Parabola:={Pe Sik|d(P;F)=d(P;v)}

Elnevezések: F
. F: fékusz (v. gyujtépont) s
. v = vezéregyenes v. direktrix

° a parabola paramétere = p = d(F;v) = (ez tavolsag, adat)

° tengely: a v-re merdleges, fokuszon athalado egyenes: tengely

° tengely M parabola: tengelypont v. csuicspont

° a fokuszbal a parabola egy pontjahoz hiuzott szakasz: vezérsugar.

(ii) A definiciobal kovetkez6 néhany alaptulajdonsag

° Tikros a tengelyre
° Aitengely merdéleges a vezéregyenesre
° A C tengelypont felezi a fokusz és a vezéregyenes tavolsagat.

(iii) Szerkesszlink meg egy 1 cm paraméter(i parabola néhdny pontjat.
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1/2)

Az alapfliggvény és vizsgalata
sqr( ): R—=R; y=x2.
Dsar()=

paros fv.

Def.: Paros fliggvény:

..f( ) fv. paros, ha Vxe Ds = —xe Dy,
és ekkor f(x)=f(—x)
pl: |x|; x% x? stb.

Grafikonja: tikros az ordinatara.

Def.: Paratlan fliggvény:

...f( ) fv. paratlan, ha Vxe Dt = —xe Dy,

és ekkor f(x)=—f(—x)
pl: x; x3; x° stb.

Grafikonja: tikros az abszcisszara.

J-eoi0] 0 ]
Injektivitas:
ZH: x=
13‘y
Menet: 12
1
10
g
Csucspont: C( ; ) 8
Rsar= =
7
Alakja: felfelé nyil6 parabola 6
5
4
3
2
1
-1.0 >3
164 =




I/3) Trafdézzuk a masodfoku alapfliggvényt: el6szor jellemzés nem kell, csak tologassuk a
koordinata rendszerben. A csucspontot és a parabola dllasat érdemes figyelni!

a) Add meg a transzformaciot és a csucspont koordindtdjat, ha az alap figgvény

hozzdrendelési szabdlya: x—x? o
g(x)=—x*+1 \\ - : /
\\ )
y= _sz +2 5 4 -:3 2 1 ; 2 ;o

y=(x+3)?
\ /
/ N\
\ /
f(x)=(x—2)?
\ /
/ \
\ /




xl—)%(x—3)2+2

—
—

y=—2 (x+2)*+3

xl—)—%(x+1)2—2

fix)= - (20 <825 1 '
3 o
Vi,
Vi
\L.
\ .
2
y=—§(2 3_xj +4 6 5 -4 -3 2 410
6 2
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a)

b)

I/4) Jellemezd és abrazold

f( ):R—=R; x— —% (x=3)%+2

D=

Trafé:

C( ; )

Alakja

ZH:

Menet:

Re=

2 4
8():[-4;2]>R; x> 3(x+1)=— I
3 Py

Doz BRI U N I R )

g~ ] H \ ]
I [ SR Rt '3 It S S B B

Trafé: SIS LI NI -1
"‘E"" R N P Y 1 [t K . R

C( ; ) ------------------------ o5 [SEO R E—
R e - b R R 1--=gfA-----

Alakja L L Y £
0 VS G L

ZH: E
3 A A R B Rt LT e
I SN N, ‘T LSNPS RS RN S S
A O W Y A O

Menet: | i i
S i Wt R W R T
I T 0 0 T
. .
4 B3 2 1o 12 3
S R N S N S N

Rg= g q----- Am---- T N e
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ird fol, hogy milyen transzformacidkkal jutunk el a graf(x?)-t6l a kovetkezd
hozzdrendelési szabalyu fliggvényekig. Add meg a csicspont koordindtajat, az
allasat és azt, hogy van-e zérushelye, és ha van, hany zérushely van!

y=—3(x-2)>-6

2
y=—73 (3—x)%+1
y=(2x-1)?
1

y=—3( 2 x+4)+7

ird fol azt a 2. fokd fv. hozzdrendelési szabalyt, .melyet a kdvetkez6képpen
kaptunk x? fv. grafikonjabdl. Add meg a csticspont koordinatajat, az allasat és
azt, hogy van-e zérushelye, és ha van, hany zérushely van!

Ev(0;3)(X7»=—O,3( Ev(—S;O)))
Ev(O;—Z)(XX:B( Ev(Z;O)))
Ev(O;—l) (XX:—l/B( Ev(—Z;O) ) )

Vegyiik észres haogy (ax)?’=a?(x)?, vagyis az y tengelyre térténé meréleges
affinitasu képe megegyezik egy x tengelyre térténé merdéleges affinitdsu képpel.

I/5) A cslcsponti‘egyenlet

a)

b)

irj fol egy olyan/lefelé nyil6 parabola grafikont masodfoku fv-t, melynek:
C(-1;6), és lefelé nyilik:
C(3;-2), és felfelé nyilik:

A parabola csucsponti egyenletének altalanos alakja

a#0; a(x—u)?+v (Vigydazat, az u és v lehet pozitiv, 0, negativ) = C(u;v)
a>0= minimum hely: u, minimum érték. v

a<0= maximum hely: u, maximum érték. v

Pl: =3(x—2)%+4 u= v= C( )

% (x+5)>-3  u= v= C( )
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A ,csucsponti egyenlet” konkrét példakon.

£():[0:3]—R: x %(2x—2)2+1
Ds=

Trafo:

C( ; )
Alakja

ZH:

77 7

Menet (szélsGértékek!):

Ri=

g():[-5;01>R; =—%(2x+6)2 8
Dg=

Trafé:

C( ; )

6 5 44 3 2 4o
NSNS SN IO RN MUY O

Alakja

s

ZH:

77 7

Menet (szélsGértékek!):
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II.  Anégyzetgyok és a négyzetgyok fliggvény
[I/1) Bevezetés, definicid és példak

a) Adott teriletli négyzetek oldalhosszai 2
EgyenlGszaru derékszogl 4, két befogdja: 1-1 .
egység. 1
Az atfogdra emelt négyzet teriilete: 2. “
Mekkora lehet ennek a négyzetnek az oldala? - z : A :
Az a szam (ha van olyan) amelyet ha négyzetre
emelek, 2-6t kapok
Tudjuk, hogy ha x1<x2 és x1;x2€ Ro* = x12<x2°.
oldal hossza oldal hossza terilet terilet

1 < oldal < 2 = 12 <2< 22
1,4 < oldal < 1,5 = 1,42 <2 < 1,52
1,41 < oldal < 1,42 = 1,412 < 2 < 1,422
1,414 < oldal < 1,415 = 1,414> < 2 < 11,4152

1,4142 < oldal < 1,4143 = 1,41422 <2 < 1,41432
1,41421 < oldal < 1,41422 = 1,41421%2 \< 2 < 1,414222
1,414213< oldal <1,414214 = 1,414213% <2 < 1,414214?

Koérilbelul: 1,4142 13562 3730950488016887242097

Ezt nem szeretjik és pontatlan is, ezért azt irjuk, hogy \/5, és ez azt a
nemnegativ szdmot jelenti,amelynek a négyzete 2.

b) Szerkesztés o

A fehér négyet teriletét figyeljik meg:

T=
Ez azt jelenti, hogy a fehér négyzet oldala: b
- a
Deréksz6gli haromszogben 3
Szavakkal:
atfogo = 2]
qd A
Jelekkel:
a A
-1 0 1 2
c=

Példaul a kovetkezd négyzet terilete igy: 5 egység, vagyis az oldala: J5
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c)

d)

Nyilvan tudnank igy pl /5 hosszt szakaszt szerkeszteni. \/7 -et is!!!

NN NN AN

De gy is lehet pl. /8 -at szerkeszteni, hogy 2x2-es derékszdgli haromszoget

rajzolok...

Def: Valamely nemnegativ valos szam négyzetgyoke az a nemnegativ valos

szam, melynek négyzete az eredeti szam.

ae R*o=>+/a :=ce R*oc?=a

A kérdése: ,Mit kell négyzetre emelni’ ahhoz, hogy az argumentumot

megkapjuk?”
Pl: A0 =30./2,25=1,5
Példak: /1 =1 mert 12=1

\/6_= mert =64 40,36 =
\/_= mert =0
§= mert :% 200 kb.

() - (] -
V57600 —~/2%-3%-5° _

172 = J17* =

17° = 178 =

Vegyiik észre: a négyzetgyok , lefelezi” a kitevét!
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J30 =
J0 =0 mert 02=0
=4 értelmetlen (szdmunkra), mert barmely valds szam négyzete nemnegativ.

—-V2=-1,4142...

Vs = Jesp= Vo=
\/§ = mert =28,
,/(—75)12 = mert =(-75)*.

A NEGYZETGYOK LEFELEZI AZ ALATTA TALALHATO ARGUMENTUM KITEVOJET”

Rogtdn kérdezhetnénk: ha (—2)?=4 és 22=4, akkor milyen alapon sz(kitjik le a
nemnegativakra? Mert valamelyikre le kell:

Ugyanis: ha /4 =2 és /4 =—2, akkor 2 /2 =0 stb.

Még most tisztazzuk:
x?=4. Ja=?
Ennek az egyenletnek két megoldasa.van. Ez egy mlvelet elvégzése
Egy miveletnek egy végeredménye lehet:
x*—4=0 J4a=2
(x=2)(x+2)=0
X1=2; X=—2

Még egyszer: egy mivelet lehet nem injektiv: (—2)%=(2)2.
Egy egyenletnekidehet két. megoldasa. (Isd. el6bb)
De egy miiveletnek csak egy eredménye lehet.

Irracionadlis szamok: azok a szamok, amelyek nem irhatok fol két egész szam
hanyadosaként. Az irraciondlis szdmok csakis végtelen NEM szakaszos
tizedestortteldrhatok fel / kozelithet6k meg barmely pontossaggal.

R

g “\

Q
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[1/2) Azonossagok, szamitasok

a) ab>0=+a b=+a b Biz.: Mindkét oldal négyzete, felhasznalva a szorzas
kommutativitdsat és asszociativitdsat!

Pl: V35 =

(i) Gyakorlasa

Pl.: /28 -4/63 =
Jig-
/3300000000 =

(ii) Kiemelés a gyokjel alol
V27 = V160 =

Vegylk észre: pozitiv szamoknal:

Va* = hiszen = a% pl: 2% =

Mi van akkor, ha az ,a” negativ?

Gyorsan felbontjuk: 10-432 = 10-4-108 = 10-4-4-27=

[gy: /4320 =

Bfi= N
NEIN N
20 /35 =

J200 =

Mindig ilyen legyen a végeredmény!
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b)

(iii) Hatvanyozas: J23:423 =

o= () (6] -
() - () -
() - () -

\25a* =
Jxl=2x+1=

Mikor igaz: Vx* —8x* +16 =4 —x*

Melléktanulmany: A J2 irracionalitasa

A racionadlis szamok azok, melyek felirhaték két egész hanyadosaként. Pl.: %

stb. De megmutathatd, hogy nincs két olyan egész szam, mely hanyadosa J2
lenne.

a=0; b>0 = \/gzﬁ.
b b

Biz.: Mindkét oldal négyzete, felhasznalva a szorzds kommutativitds- és
asszociativitasat!

289 _
48

Mindig ilyen.(gyOktelenitett nevezs) legyen a végeredmény
121 _ V147
25 J12
% = 1,21 =

J0,64 = 6.4 =

80a’h’
J12,5 = —=
\J0,2 =

Mindig ilyen legyen a végeredmény!
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d)

e)

Alap gyakorlatok:
V28 =

V27000 =
V16-48-125 =

=
(@)

024-243

A

NG ING)

1,44

:

I
[E—

343.250

;

—
[\
W

(%)
(@)

6_

o

|
[
S — N—
—_—
5
+
[—
S
Il

oy
|
[\®)
N —
(98]
1]

—_— —_— —_—— —_—
[\
EY
|
=
—_
S‘
[\
[
sy
~—
Il

J6-io) -

Melyik a nagyobb?

270 15

247 =

0

\"

Alakitsd szorzatta:

x?=5=

2x?-3=

Gyakorldépéldak

(i)

Végezd el:

(V2+318+9V50)v2 =

(5-3v2)(5+3v2)=
(418 550 +3498) 22 =
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3x*>—16=

X2+5=



(3 +58) (- 445) -

(V125 V175 +4245 +4/243 ) (\7—5) =

(3\/5—6)(@+3\/ﬁ)=

(ii) Végezd el
(\/B—Z)(\/E+2): (\/5_2)2:
(2v3-3) = (V21 -48) (V21 +48) =
(2J€_JE)2 _

Erdekesség: \3+242 =

7+4\B =
V14—6+/5 =
J5+24/6 =

(iii) Végezdel:

V7413475413 =

Milenne,ha bévitenénk 2-vel a gydkjel alatt...

2

(\/8+\/E+\/8—\/E)

V46 + V1446 14 =

2

(\/\/@—\/ﬁ+\/83+\/5)
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(iv) Bdvitsd ugy, hogy ne legyen a nevez6ben gyok, vagyis ,,gyoktelenitsiik a
tort nevezgjét”

14 15 _ 221
N 23 Jia
L 43
J2-1 27
V15 V1S
7-35 J6 -5
sv6
W2-243

[1/3) Az inverz figgvény képe az eredetihez képest.

Legyen f( ) invertalhato.
Legyen adva egy f( ) fUggvény grafikonjanak néhany pontja:
A(-1,-2) B(0;1) C(2;5) D(4;4) E(6;7) F(8;8)

\ ¥

f(x)

NN

I
~
(0]

/A

Rajzoljuk fol az f( ) és az

!u)

f-1( ) fuggvény grafikonjanak

(o]

pontjait.

~

(o>}

6,

Gondolkodjunk:

Milyen transzfofmacio és hogy viszi az 4

eredeti fv képét az inverzbe?

w

N

1. A fixpontok miatt: e

2. MIiNdenképp ..ccoveeeeeeeeeveeerveceeenene, =3
transzformacionak kell lennie

Haromszogekkel latszadik:
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Rajzold meg az d&bran lathatd grafikonu

S T —————
fliggvény inverzének a grafikonjat: b A
I S A S
e
T 4 S
) e e e
o
Y. A -
2 {}/0 12 3 4 5 6
. . o e g (il e e B B e e e
Invertald a kovetkezd fuggvényt és dbrazold az | | A
eredetit és az inverz fv-tis: JE N R s s e R S S B
f( ):R— R; y=—x/2+1 Wy
[1/4) A négyzetgyok figgvény B, 1o > ) ’ 5
a) Azalapfiiggvény -2
sqrt( ):R*o— R'g; x+/x =3
Lathatd, hogy ez a fliggvény a kovetkezének az inverze:
sqr()iRfo— R*opx—x%.ezért konnyen tudjuk abrazolni.
AN W N,
7 R{
SUTI SO N LN 3 SN S - ()2 \ Q
! )
5 T-" <2 v
ST
R SO S S R S SRS RO SR E S
Dsqrt=
ZH:
Menet tablazat
Injektivitas:
Ry=
Alakja:
A csucspont koordindtaja: c( ;5 )
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b)  Trafézzuk az alapfuggvényt: sqrt( ): R— R; x> /x
(i) f():R>R;x—>-2+vx+3+1

(:.i?

D¢= )
A
1

4 B 2 4o > 3 4
=
Négyzetgyoknél az -
értelmezési tartomany 4
keresése: )
=&
=5
A négyzetgyok argumentuma: =
=7

Trafo:

ZH:

Menet-tablazat

Alakja:

Re=

Vegylk észre: a négyzetre-emelés nem ekvivalens atalakitas:
Vagyis:a=b=> a?=b? de visszafelé nem.
Emeljik négyzetre a kovetkezd egyenlet mindkét oldalat:

Jx =(x-2)
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c)

x—2

(i) g(): R>R;y= -1
Dg=
Trafo:
C( ; )
ZH:

|
-y
o
N
(o~
P
o

Menet

Alakja:

Ertelmezési tartomdny: randa dolog, Ujra egyenlStlenségek

Alapallas: “a” négyzetgyok argumentuma nem lehet negativ, tehat egy
négyzetgyokos kifejezés az értelmezési tartomdanyanak vizsgalata altalaban
egy egyenldtlenség megoldasa.

J2x-=3 Jxr+5
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[ll. A masodfoku egyenletek altalanos megoldasanak el6készitése
[11/1) ,Teljes négyzetté alakitas”. 2. fok: elGszor ha kell, egy oldalra rendeziink...

a) x*-2x-3=0

b) x%=48-2x

c) x*-3x=1

d) —x?+9x —20.= 04=>—(x>-9x|+20) =0
A foegyriitthato :
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e) 2x*-7x-4=0

f) -3x>-4x+1=0

g) x’-6x+25=0

h) —6x+7x-2=

[11/2) Oldd meg — vigyazat, négyzetgyok jon be!
a) x>-8x-4=0
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b) 2x*+7x-15=0

c) 3x+==6

d) (2x-1)(2x+3) =2

e) x’+13x-21=0
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f)  7-2x=2x%*+x

2x-1_5x-4
x+2 3x+2

g)

2x+1 _2x-1
2x+3  x+3
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Polinom alakban megadott masodfoku fiiggvények abrazolasa: CSUCSPONTI EGYENLETRE
ALAKITAS. Adjuk meg a kdvetkez8ket: Trafo, C(x;y), allds illetve hogy van-e zérushely!
Nem oszthatunk le, csak kiemelhetlink!

Cél: a(x—u)*+v Ebbdl Iatjuk a transzformdciot. Vagyis csak az elsé két taghdl emeliink ki...

IV/1) f( ): R—=R; f(x)=x?+3x—4

IV/2) g( ): R—=R; g(x)=2x*>-x-15

IV/3) f( ): [0;10] —R; f(x)=—2x*+4x+12

IV/4) Add meg a trafét: g( ): R—R; g(x)=3x*-2x+2=0

IV/5) £( ): R—R: f(x)=—%x2+5x—2
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-1/4 x*+2x-5

Ve

IV/6) Abrazoljuk is: h( ): [0;6]—R; h(x)

|||||||||||

R R N (.

-

| IS E
[

|||||||||||

ZX%+x=2

1
3

IV/7) f( ): R—R; f(x)

7

IV/8) Abrazoljuk: f( ): R—R;

| 1 | | 1 | | '
1 1 1 1 1 1 ! !
1 1 1 1 1 1 ! !
1 ! | 1 1 ' ! !
1 1 1 1 1 1 ! !
PR B [P dm——— A [ | - ————— e ] [P —— -
] 1 1 | 1 1 ! ! ! |
] 1 1 1 1 1 1 ! ! 1
| | 1 | | 1 | | | |
1 1 il 1 1 1 ! ! ! 1
1 1 |l 1 1 1 1 ! 1 1
Rt el a----- A----- To---- re---- [ ----- B Bty L e e el ot
] 1 1 ! 1 1 ! ! ! 1 ! !
1 1 1 1 1 1 1 ! 1 1 1 1
| | | | | 1 | ' | | | |
| 1 1 1 1 1 ! ! 1 1 ! 1
1 1 1 1 1 1 1 I | 1 1 1
Rt i i B At T r----- r--=-= === It R B B T----- r=---- r-
] 1 1 1 1 1 1 ! 1 1 ! 1
| | 1 | | | | ' | | ' |
| | 1 | | 1 | ' | | | |
1 1 1 1 1 1 1 ! 1 1 ! 1
1 1 1 1 1 | | | 1 | |
i~ © v ¥ © o e T 94 @ ¥ 9
] 1 il 1 l 1 ! I " I !
] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ! 1
R A A [ [ES—— .o Y AP [
I I T T T T l} | i T T T T
1 1 1 1 1 1 1 ! 1 1 ! 1
| | 1 | | 1 | ' | | | |
| 1 1 1 il il ! ! ! 1 ! 1
1 1 1 1 1 1 1 ! 1 1 1 1
R R, oo Ao o Loeooo J [ [E— N Ao Ao o A [
| | | | | l | a | | | | |
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
| | | | | 1 | ' | | | |
] 1 1 1 1 1 ! ! 1 1 1 1
| | 1 | | | | ' | | ' |
R S, deoooo dooooo RN [ — [ [E— 0 BN P R [ [
] 1 1 1 l 1 1 J 1 1 1 ! 1
| | 1 | | 1 | ' | | ' |
1 il il ! 1 1 ! ! 1 1 ! !
] 1 1 1 1 1 1 ! 1 1 ! 1
| | 1 | | 1 | | | | | |
e ———— Am———— dm———— bmm———— bm———— he———— IR . Mnlll ||||| Am———— dm———— bm———— -
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ! 1
D~
0
—




Ismétiépéldak
3
v/1) (V6 -+10) =

V/2) Abrézold, jellemezd: f( ):[-2;1] =R; y=—3x%+2x+5

V/3) (\/2\/E+m +\/\/@—4\/§)

18x+2_15x+1
x—4 x+5

V/4)

2

=3 Mo.: x=—1/2

V/5) Definiald a parabolat!

V/6) Gyoktelenits:

36 —+/32
J27 -8

3 2
V/7) ET- \/a +2—a—-2a

V/8)

a*+2a-3

2x* -8 3x-2_ 5

¥ +4x+4 x+5  x+5

V/9) Jellemezd, dbrazold: g( ):[-1;3] =R; y=—2x%/3+x+2

V/10)
V/11)
V/12)

V/13)
V/14)
V/15)
V/16)

V/17)

V/18)

V/19)

V/20)
V/21)
V/22)

V/23)

V/24)
V/25)

2

(\/14—6\6—\/14+6\B)

x—4 l6x  x+4

Oldd meg: +— =
x+4 x -16 x-4

£—12=2x

3

x
(Ji0 i) -

Jellemezd, abrazold a0;7]—R 2. foku fv-t. Grafikonja: EX®(x*=0.25(E¥“40)(grafy2)))
Hozd egyszer(ibbalakra: 47 —4\/3

(V5 —5) -

2
(%/2_8—2@ Nod7 +Jﬁ) -
2
ET: 1/—2)6 >
2x"+5x-3
Add meg a kov. kifejezés értelmezési tartomanyat: /2; +/5—x
9x” —6x+1

. . 4
Gyoktelenits: NCEN P
Abr. és jellemzed: f( ): R— R; x> —3+/2x+5 +1
X _x+2_ 6
4—x* 2-x x+2

9= 45 9+ 45 =2

Add meg az ET-t: V12— x’
Jellemezd, dbrézold: g( ):[-1;2] —R; y=—3x2+2x+2
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V/26)

V/27)

V/28)
V/29)
V/30)

X +3x+2 -4 2

2x* =2 _x2—2x_ 3x-3
NPENTENS =
Hozd egyszer(bb alakra: 8—2\/B

Abrazold, jellemezd: h( ): [0;6]—R; h(x)=—2/3 x*+2x+3=0
Add meg azt a fv-t, mely képe: EV(%2)(x*=0.25(EVE:0)(grafy.)))
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Szerkesztette: Vizhdnyd Zsolt Sch.P.
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