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A fliggvények altalaban és a linearis fv.

I. Halmazok
II. Flggvények

II/1) Rendezett parok, rendezett parokbdl allé halmazok

Vannak olyan halmazok, amelyeknek elemei szamparok.

llyen szamparok: (1;-3) (5;11) (-5;0) ill.: (4 ; 1,3) ; 6 @
11
(Q—j); (-2;\/3+1)
3 (1,2;4)
Az elsé harom olyan tipusuak kdzé tartozik, mely (B + 350

szampdarok mindkét tagja egész.
A masodik hdrom olyan tipusuak kdzé sorolhaté,
amely rendezett szdmparok elsé tagja egész, a masodik valods.
Rendezett szampar tehat: szampar, de nem mindegy, melyik az elsé.és melyikiasmasodik:
(2,-7)* (-7;2)
Ha halmaz lenne, egyenl6k lennének:

{2,-7}={-7;2}, mert ott a sorrend nem szamit!
(a;b)eZxz, vagy (x;y)eZxR
A masodiknal Iathato, hogy: a rendezett par els6 tagjat az egész szamok koziil lehet szedni,
a masodik tagot pedig a valdsak koziil.

A és B halmaz Descartes szorzata: (x;y)e AxB < xe Aés ye B.

AxB= az a halmaz, melynek azok és csakiazok a rendezett parok az elemei, melynek elsé
tagja az A-bél van, a masodikdtagjara B-badl.

A={3; 5} B={0; 3; 4}

RN CHC) A

L8

A={=1; 0; 2;,3} B={-1; 3; 5; 7; 9}. A Descartes szorzatok: AxA; BxB, AxB és a BxA
Minek (akar tobbnek) eleme a kovetkez6 rendezett par:

(3;5)e (7;0) €
(0;0) € (2;3) €
(-1;,-1) e

Hany eleme van az AxA; BxB, AxB és a BxA halmazoknak.
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11/2) A fuggvények definicidja VR

a)

Szemléletes kép: gép. i)
Pl: Bolt, aru, pénztargép a gép: 7
LAru és ar a boltban” ¥

Ha ,j6” a bolt, akkor nem lehet olyan, hogy ugyanazért valaki egyszer ennyit, maskor
mast fizet...

»Autéhoz tulajdonos”: Fliggvény
»Tulajdonoshoz autd”: Nem fliggvény (egy embernek lehet tébb autdja)

Definicio:

Ha egy A halmaz (minden egyes)/néhany eleméhez egyértelmlienshozzarendelem
egy K halmaz egy-egy elemét, akkor ezt a hozzarendelést fliggvénynek nevezem.

A= ,alaphalmaz” K=, képhalmaz

Flggetlen valtozd: az alaphalmaz elemei.

Flgg6 valtozé —fuggvényérték — helyettesitési érték: azalaphalmaz egy-egy eleméhez
hozzarendelt képhalmazbeli elem.

Néhany példa — melyik figgvény, melyik nem?

szam —haromszorosa

szam & abszolut értéke

szam — aminek az abszolut értéke

n természetes szdm — 2utolso szamjegye

anya e fia

pozitiv természetes — aza szdm, melynek ennyi osztdja van
szam — egészrésze

természetes szam = aminek a négyzete

gyerek — nagymamaja

szam ~ nadla kisebb térmészetes szamok

€gész szam B osztoinak a halmaza

gyereky— édesanyija

szam — az Otszorosénél kettével kisebb szam négyzete

szamd(Ft) » Udit6-automata altal adott ital



d) Bevezet6 példa \ /
f(): N—>Q; x %—3

Az értelmezési tartomany elemei - fliggetlen valtozé - Argumentum
Ds=0;1;2;3;...

D < ,Domain” =, birtok, tertlet”
Az értékkészlet elemei: fliggvényérték (helyettesitési érték)
Re:=3;-2,5;-2; ...

R < ,Range”
f(5)=—0,5 f(4)=—1 f(0)=—3

Toltsd ki a tablazatot

Vagyis: P(x;f(x)) pl.: D(3 ; —1,5)
Rogton abrazolhatjuk koordindta renc
koordinatait is!

Elnevezések:
Abszcissza: a vizszint
Origd: Q(0;0)

eges tengely

E(4;-1)
Az E pont ,els6 koordindtaja” v. Abszcisszaja, vagy ,x koordinataja”: 4.
Az E pont ,mdasodik koordinataja” v. Ordinatdja, vagy ,y koordinataja”: —1.

11
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[1/3) Szemléltetés

fl): Z—Z; y=x*-4
,Gép” - illetve megfeleltetés Venn diagrammon

\T!
-
f{ )
E‘E;\

Ertéktablazat <> helyettesitési érték

HE

x |3/2|1]o0f1][2/3]4

-3 ) 1 ) (0; ) (1 )

Az Gskép keresés mindig
(x;45)

N

Abrazoljuk a pontokat koordinata rendszerben

6 | 4| P2

N

4
=4




lll. Fuggvényekkel kapcsolatos fogalmak, definicidk
l11/1) Elnevezések, leiras
A fliggvény neve utan mindig kitesziink egy zardjelpart: ( )
pl.: abs(); sgn(); int(); frac(); sin(); f(); tg()
I11/2) Fuggetlen valtozé illetve fliggvényérték
Fliggetlen valtozé v. argumentum

»Fuggetlen valtozo” = ,Szabad valtozé” — ez utdbbit nem hasznaljuk, de jé kép, mert
»szabadon valasztjuk”

,Amit ,bedobunk” a gépbe”, azt az ,Ertelmezési tartomany” —bdl vessziik:
Fligg6 valtozo v. fliggvényérték v. helyettesitési érték:
ami ,kipottyan” a gépbdl; a ,fuggetlen valtozohoz” tartezé, ahhoz" rendelt
yhelyettesitési érték”
111/3) Ertelmezési tartomany - értékkészlet

Fliggvény értelmezési tartomdnya: az a legb6vebb, részhalmaza yaz alaphalmaznak,

amelynek minden eleméhez a fliggvény hozzarendel egy értéket. (Csak érteni kell, nem kell
bemagolni.)

Jele: D. (,Domain”) Pl.: D, Dg, Dsin stb. llletve: ET

f():R—R; f(x)=x+x_3
X+2

Mi az értelmezési tartomany?

ET=

Erdemes magadtél megkérdezni; melyik az a miivelet, melyet nem lehet minden
szamra elvégeznifOtt lehet gond az értelmezési tartomannyal.

Az értelmezési gotartomany. wvizsgdlata sokszor egyenletmegoldas (kés6bb lesz
egyenlGtlenség is).

6x—8
: R =R f(x)= +
al) (x) xia

Dg= Dh=

4x h(): R —R; f(x)= 34 TOX L3

x> —12

AZ ERTELMEZESI TARTOMANY KERESESE NAGYON SOKSZOR EGYENLETMEGOLDAS.
Filiggvény értékkészlete: az O6sszes lehetséges fliggvényértékbdl, és csakis azokbol allé
halmaz (az értelmezési tartomany elemeihez rendelt fliiggvényértékek halmaza).

Jele R. (,,Range”) Pl.: Rg(). Ezt néha kdnnyd, néha azonban nehezebb meghatarozni.

13



I11/4) Fuggvények gyakorlasa
a) fl): R—R; y=2x+3 ,ef valds-valds, ipszilon egyenld kett iksz plusz harom” ©
Toltsd ki a tablazatot! x|-5|4|-3|2]1|0|1]|2]|3]|4]|5

| e et

Az 6skép keresés mindig egyenletmegoldas:
Mihez rendeli a —4-et? Mihez rendeli a 99-et?

Mihez rendeli a 0-at? (Ezt hivjuk ,zérushelynek™, ZH), vagyis» az azt az
értelmezéstartomanybeli eleme(ke)t, melyhez 0-t rendela fu.

ZH:

Készitslink ,képletet” af folytonos egyenletmegoldas helyett - hogy ne kelljen
allanddan Uj egyenletet felirni az'@skép kereseéséhezs

»Adjunk képletet, hogy az x-t konnyedén megkapjuk az y-bdl, vagyis y 6sképének
kiszamitasara adjunk képletet.

Tudjuk: y=2x+3

Azt keressidk, hogy ,,hogyan fligg” x az y-tol, vagyis y-bdl fejezziik ki x-et!

Probaljuk is ki: Mihez rendeli a 21-et?

Re=



b)

12
xX—3

g():R—R; x—>

Mi az értelmezési tartomany? Dg=

irjunk értéktablazatot!

n |32 afofa|a]s|als|e|7]8]|9|r0]|uln
12/x3)| |24 | | | | |n|le| | 3]24]2 \171\ 15\133

Mihez rendeli a 8-at? (Osképkeresés = egyenletme

Gyartsuk le a ,visszafelé” fv-t, vagyis v-értékbé’wegkapom az 6sképét!

15
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c) h():R—R; h(x)=§—1,5

Mihez rendeli az 1,8-at?

ZH:

A zérushelykeresés...

Fixpont: Az xoe Df az f( ) fv. fixpontja, ha xo=f(xo)
A fv. fixpontja az az értelmezéstartomdnybeli elem, melynek képe é6nmaga.
(Lehet, hogy akar tobb is van beléle.

\ 4

ésnél mi volt a fixpont?

A tengelyes tiikrozésnél, illetve a kézéppontos t

Az inverz

=

Dp =

Rnh=




111/5) Injektivitas (kolcsondsen egyértelm(iség) = invertalhatdsag

a)

b)

Az injektiv (kdlcsondsen egyértelm) fv-ek

Melyik injektiv?  g(): R—R; y=x+5 h(): R— R; y=x

Figyeljiik meg, hogy a g( ) fliggvénynél, ha nézziik a ,,gép” szemléltetést, akkor a gépbdl
barmely kipottyant érték esetén ,vissza tudjuk keresni” az 6sképet, vagyis hogy mit
dobtunk be a gépbe.

pl.: ha a figgvényérték 9, akkor tudjuk, hogy a bedobott szam a 4 volt. Ezt afiiggvény
nevével igy irjuk: g7%(9)=4

Ugyanakkor a madsodik fliggvénynél, ha a ,gép” szemléltetést figyeljik, akkor ‘egy
,Kipottyant” fliggvényérték esetén ,,nem tudjuk.vissza kerésni’, annak 6sképéts vagyis
hogy mit dobtunk be a gépbe, hiszen az lehet 3'és-3 is.

9=x2 D |
0=x*-9 AN/
0=(x+3)(x-3)
X1=—3 X2=3

Y

Geometridban a vetités nem injektiv fv. (~arnyék)

Def.: ... hogy az f( ) fv. injektiv (kolcsonosen egyértelmi),
ha ( Vx1;x2€ Ds ésf(x1)=f(x2) )= x1=xa:
Szavakkal:

Ha két gyerek kijon az ,Egy, eurds” boltbol, és mondjak, hogy 1 eurdt koltott
mindkettéjiik, akkor.nem tudni, hogy ugyanazt vették-e vagy sem.

De hadegy boltban 'mindennek mds az dra, akkor ha két gyerek kijén a boltbdl, és azt
mondjak, hogy mindketten egy dolgot vettek és mindketten 1,5 euro-ért, akkor tudni,
hogy ugyanazt vették.

Ahogy a geometrianal tanultuk: ,barminek egyértelmlin meg tudjuk mondani az
Gsképét”.
Flggveny ,inverzének” ,visszafelé keresé fliggvényének” a megadasa:

f(): R—R; f(x)=2x-3.
Az értéktablazatot még ,odafelé” konnyen kitoltjlk.
De ,visszafelé” valami ,képlet” ,,szabdly” lenne jobb.

S|4 |-3]2|a|0|1]|2]|3]|4]|5

o

17
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Ezt a , képletet” nevezziik az eredeti fliggvény inverz fliggvényének.

©=2x-3.
En azt szeretném megtudni, hogy az ©-bél hogyan kapom meg az x-et.
©=2x-3

©+3=2x
©)+3
bl :x

&

Vagyis megvan az ,,6skép” keresé , képlet”, leginkabb flggvény:

y+3_,

2

x=Y43
2 2

F1(): ROR; x> XT*?’

—5+3

igy a =5 Gsképe: =-1
A 0 Gsképe: 0+3 :i
2 2

Ne riasszon meg senkit, hogy az inve
flggetlen valtozot jeldli csak, nem e

et haszndlunk, hiszen az a
‘az eredeti fliggvénytdl.

vak voltak.

J
ordinata
I negyed I negyed
1__
ey
1 abszcissza
origd
I negyed IV. negyed
| ‘Y ]
3
2
5 4 3 12 1 0 D 3 4
=1
=2




Abrazold azokat a pontokat b
e pirossal, melyek els6é koordinataja: —2
e Sargdval: masodik koordindatajuk 0.
[ ]
[ ]
[ ]

Kékkel: két koordinatajuk egyenld
Zolddel: Két koordinatajuk egymas ellentettje
Lilaval: mdsodik koordinatdjuk kisebb, mint az

. 5 4 B 2 410 4 5
elsé.

Itt fontos: el6szor azt megmutatni, hogy hol

egyenldk...

b) Fliggvény képének — grafikonjanak pontjai a
koordinatarendszerben:
fl): R—> R; f(x)=2x +1
Fv grafikonjanak pontjai - koordinatarendszerben - bevezeté.ggh
Abrazoljuk el6szora (=2; ) (-1; );(0; ) (1
Majd koztiik dbrazoljuk még pontokat!
x | -2 |—1.s|—1,5‘—1,4|-1,2| -1 |4a.s‘~u,5‘ﬂ,4|43,2| 0 |02‘04‘ 6| 1a| 2 |2g,
2x+1 |-2,5|-2,2‘-1,a|-1,4| |-o,s‘4:r,z‘u,2|u,s| |1,4‘1,a‘2,;|2 42|45| |54
Dn =
ZH:
A zérushelykeresés... "
45
'35
Fixpont.: 5
25
1.5
05 ||
A
05 0| 05 1 15 2 25
. 05
15
Rn=
-25

19
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I11/7) Grafikonok okos olvasasa

1. grafikon: Péter a boltba megy
Milyen messze van a bolt? t?:;ll'.séga

Mennyi idét vasarolt? (“r:j)?‘ésm‘
3004
200 |
100 ¢
12 3

2. grafikon: Kerékparos: id6-ut grafikon
Mi legyen az ordinata neve, hogy értelme legyen a grafikonnak?
Ad meg a tengelyek beosztasat!

Mikor ment a leggyorsabban? s

Mikor ment ,hegynek”?

Mikor allt?
3. grafikon: havi -
kozéphémérséklet = o

Mikor volt kb. 15°?

Havi kézéphémeérseklet (C°)
5 i

Megmondhato-e, hogy mely hdnapban volt a legmelegebb nap?
Mi az sértekkészlete” a havi k6zéphSmérséklet fliggvénynek?

47 Grafikon: Péter tavolsaga otthonrdl kerékparral.
Abszcissza egysége 1 ora, ordinatdé 15 km.

Milyeh messzire ment?

Hazajutott?

Mit csinalhatott? Tekerés kozben faradt?

jus  Augusztus Szeptember Oktdber

November ~ December

Amikor a grafikon vizszintes — mit csinalhatott?

Fv-ként tekintve mi az értékkészlete ennek a fliggvénynek?



5. grafikon: Fuvarozé cég havi bevétele

475 —

Milyen hatdrok kozt van a bevétel?
(Minimumérték, maximum érték)

45 ]

Havi bevétel (Euro)

Hogyan szamolnad ki az atlagbevételt?

6. grafikon: versenyautd, id6-sebesség
Probalj egy ilyen palyat rajzolni! Nem
Add meg a mértékegységeket, és az eg

21



111/8) Flggvények grafikonjai.

Valasszuk ki, mely abra lehet fliggvény grafikonja és mely nem, illetve melyik tdnik
injektivnek, melyik nem! Amelyik fliggvénygrafikon, ott add meg az értelmezési

tartomanyt és az értékkészletet - felirva a tengelyekre az értékeket.

L ~
. .

/
/

IV. Linearis (els6foku és konstans),.illetve linearissa tehetd fligguények

22

IV/1) A Linearis fliggvények: a konstans és az elséfoku fv-ek.

Els6foku fuggvények: Az x—mx+h, ahol me R\{0}, be R
hozzarendelésitszabalyl fliiggvényeket els6foku fliiggvényeknek hivjuk.

Pl.:

Konstans fluiggvények: Az x—b, ahol be R
hozzarendelési'szabalyl fliiggvényeket konstans fliiggvényeknek hivjuk.
(x> x—0:-x+b), vagyis m=0)

Pl.:

Linearis figgvények: Az els6foku és a konstans fliggvények.
Tétel: Az els6foku és konstans (nulladfoku) fv-ek grafikonja egyenes — ,linea”
(11. osztalyban bizonyitjuk.)

Azokat a fuggvényeket, melyek képe egyenesre illeszkedik, linedrissa
figgvényeknek hivjuk. llyen lehet: ,lukas” egyenes, v. csak félegyenes stb.

tehetd



IV/2) Mitél fugg a valtozas — vagyis a ,meredekség”

A mindharom gépbe el6szor egy szamot (pl. 10), majd utana egy 1-gyel nagyobbat dobok

be. Melyiknél mennyivel valtozik a kidobott érték?

A mindharom gépbe el8szor egy szamot (pl. 10), majd utana egy 1-gyel nagyobbat dobok

\ £
2()
JARY
\ £
_2.()
JARY

\ / \ /
() 5()
7 % 7 %
\ £ \ £
—3() -5()
7 N 7 N

be. Melyiknél mennyivel valtozik a kidobott érték?

\ / \ £ \ /£
2( ) +28 3( ) +28 5( ) +28
7\ /N L\
\ / \/ \ /£
-2 ) +28 -3( ) +28 -5( ) +28
/A /A /A
Adott 10 fliiggvény hozzarendelés szabalya -.10 gép
f(): y=2x+8 g(): y=—2x-3 h(): y==4x+5 i(): y=x+12 it): y-2x—1
k( ):y=0,5x+6 m( ): y=—x+2 n(‘): y=3x—4 p(): y————1 q( ): y-—x+1

A .
201 A )l

Eeal 7]
3

—\ £

0,50)+6 k()
. . 72 v

.
%()+1 q()

<~ > 7 T

-4()+5 | |( )+12 |

|_()+2 m( )| |3().- Il( )|

Ha mindegyikbe el6sz6r5-6t, majd utana eggyel tébbet, vagyis 6-ot dobok be:

Melyikeknél lesz pozitiv valtozas — (vagyis nagyobb szamot dob ki a gép az el6z6

kidobott szamnal)

Melyikeknél'lesz negativ valtozas — (vagyis kevesebbet dob ki a gép):

Melyiknél lesz a legnagyobb pozitiv valtozas:

Melyiknél lesz a ,legnagyobb” negativ valtozas (legnagyobb abszolutérték):

Melyik névekszik, de a legkevésbé:

Melyik csokken, de a legkevéshé:

Mitdl fligg a valtozas mértéke?

Melyeknél a ,,legmeredekebb” a valtozas (akar novekszik, akar cs6kken, de nagyon...)
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IV/3) Linearis fv-nél két pontjabdl mar abrazolhaté a fv. grafikonja
a) f():R—R; f(x)=6(x—2)-2(2x-5,5) A ,szép definicid”: f( ): f( ):R—R; f(x)=

El6szor is ,helyrepofozzuk” — olyan alakra hozzuk, hogy latszédjék, milyen fv.

Tehat a tipusa: ET, vagyis Ds=

m:

Tengelymetszetek — ZH (zérushely)
ZH: ott metszi az x tengelyt (ez a zérus hely), ahol y=.............

Az a pont esik az y tengelyre,
melynek els6é koordinataja: ..............

Altalanositas
y=mx+b Zérushelye:

A zérushely-keresés
altalaban egyenletmegol
Fixpont:

Inverz:

I I

| | | | | 2| 8 |100]-217

onja: Két pontjat dbrazoljuk, mivel egyenes a grafikon.
Grafikonra illeszkedd és nem illeszkedd pontok oda-vissza

Mit jelent az, hogy egy pont illeszkedik-e a grafikonra?
Pl.: A(8;17)  graff B(15;29) grafy.

P(x,y) akkor eleme grafs-nek, ha koordinataira teljesiil: xe Ds és y=f(x)



b)

Egyszer(sités gyakorlas HF-hoz:
4x* -1
3-6x
5x* —10x+5
Ix-7
g( );R—R; x —

3x+2

—x—-2

Tipus:
Dg=
Meredekség:

ZH:

y tengelymetszet:

Inverz:

rafikonra illeszked6

és nem illeszked6 pont:

Grafikonja (megrajzolni)

| —100 | 100

w
=<

N

4
=4

25
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¢) h():R=R: h(x)=—>X"%

Tipus:
Dn=
Meredekség:

ZH:

y tengelymetszet: Fixpont:

Inverz:

Ertéktablazat

x |3 o
hs) |

Ertékkészlet —

ikon 6 és'nem illeszked6 pont:

w
=<

N

4
=&




d) A Konstans fliggvény A IiIIAyZII
¢():R=R; y=2 :::::j:::::::':é:::'
De= :1:::::::::::::1:
Grafikonja :1::::::::::::::::::::::::::::::1:&
e e i P e S o
Tipus: ij:::::i:::::::_1:
m= ZH: Fixpont:
Injektiv-e? Invertalhaté-e?
Rc=

IV/4) A ,meredekség” pontosabb értelmezése
a) Eszrevétel két pont kozti ,meredekségekrdl”:

g( ): R—R; y=5x+3

pl: 6-hoz =
7-hez: = =g(6)+
Vagyis eggyel nagyobb sza ag D értéket rendel.

x1-hez: 5x1+3-at

(x1+1)-hez:

27
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c) Mennyia meredeksége a kdvetkezd hozzarendelési szabalyu fliggvényeknek:

5-2x
y:

+2(x-3)

y=(x=2)?—(x+1)(x=3)

y_3x2—12
10—5x

d) A meredekség szamoldsa
f(): R—>R; y=3,5x-2
Konkrét helyzetben:

Ay
Ax

eredekség jellemz6 szama % A A jel a mogotte taldlhatd érték
ak'nagysagat jeloli.

3,5 Eza % a ,kiilbnbségek hanyadosa”, a ,, differenciahdnyados”.
earis figgvényeknél a meredekség allando, s6t, az x egyitthatdjaval egyezik meg:
f( ):R—R; y=ax+b

ui.:
&y _flo)=f) _(mx+b)=(ma+b) mo-mx _mbo=x)__
Ax X, —X X, =X X, —X X, —X

2 1 2 1 2 1 1



e)

Gyakorlas
y sk
X
g():R—R; g(x)=—§+1 4
\\ S
Ay _ :
Ax y x| >
Xy=1—=zF 1 7
3 T~
'
5 -4 B8 -2 -1 0 ) 5 7
_1 \

J6 tudni: a linearis fv-eknél a fv-meredeksége # két pont kdzti meredekséggel!

Vegylk észre:

ha a flggetlen valtozdé egyltthatdja negativ: ,,csokkénd”wa grafikon, hapozitiv,
novekvé (emelkedd).

m= &: csokkend a fv. és a grafikonja is.

m= @: novekvé a fv. és a grafikonja is.

Ha a flggetlen valtozé egyltthatdjanak abszolut“értéke nagy: ,meredek” a
grafikon (meredeken csokken v. né), ha kicsi: ,lapos”.

Akkor 45°-o0s a grafikon, ha az egyutthato: 1.

Szokas a meredekséget m bétdvel jeldini, és szokds a linedris fliggvények
hozzdrendelésé szabdlyat a kavetkez6képpeniis irni: y=mx+b

Mennél jobban emelkedik, mennél meredekebb a figgvény grafikonja, annal
nagyobb a meredekségyannal nagyobb az.m.

Konstans fliggvény meredeksége: 0.

Mennyi@a meredeksége a kovetkezé linearis fv-eknek, melyek grafikonja atmegy az
adott’ket' ponton.

4
f():2:AésC  m= ,4€=1(0,3)
2
g(JsDésA m= !
A=(-2 1)
. 3 =2 10| 1 2 3 4 5 6 71
h():AésB m= + ] D=(4-1)
B=(2-1)
-2
i():BésC m=
-3
j():DésC m=
k():DésB m=

29
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IV/5) Grafikonrdl torténd leolvasasok, fliggvény hozzarendelési szabaly visszakeresése

a) Meredekségbdl és egy grafikon-pontbdl a fliiggvény felirdsa
(i) Add meg azt az els6foku f( ) fliggvényt,
melynek meredeksége: m =—2; és a grafikon
athalad a P(2;3) ponton.

by

(ii) Add meg a kovetkezd
els6foku g( ) fv-t:

m= —%; P(-2;3)e grafs.

1
<] 3
N
' N
-
-1 0 2 3 4
. N
! ~




Els6foku fluggvény grafikonja parhuzamos az A(-1;2) és +h
B(2 ; —3) pontok altal meghatarozott egyenessel, és a P(—2;1)
pont illeszkedik ra. ird fol a fv-t, és add meg a zérushelyét.

w

N

Adott 3 pont. Kollinearisak-e? A(0;1); B(9;30) C(5;17)
Mo.: Sajnos a pontok felrajzoldsa és 6sszekotése n

c) Az azonos és a nem az
ponttal, hanem mondj

oljuk is; ha lehet, most ne két
eredekséget kihaszndlva.

|
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d) Menet: monotonitas

... hogy az f fv. szigordan monoton ng,
ha Vx1;x2€ Ds, és x1<x2 = f(x1)<f(x2)
»Nagyobb értelmezéstartomanybeli elemhez ........ccocovve v

... hogy az f fv. szig. mon. csokken,
ha Vx1;x2€ Dy, és x1<x2 = f(x1)>f(x2)
»Nagyobb értelmezéstartomanybeli elemhez ........cceveeeeeieeieiecceeeee e

... hogy az f fv. monoton ndg,
ha (x1;x2€ Ds A x1<x2 ) = f(x1)<f(x2)
»Nagyobb értelmezéstartomanybeli elemhez .........coeevveveerecurennnee.

... hogy az f fv. monoton csdkken,
ha (x1;x2€ Ds A X1<x2) = f(x1)2f(x2)
»Nagyobb értelmezéstartomanybeli elemhez ........

SAJNOS GUBANC AZ ELNEVEZESEK KORUL — DE ELOSZ
BIZTOSAN TUDJUK!

G EZT, HOGY

Rajzoljunk szigorin monoton fliggvé
illetve monoton fv-eket pirossal!




IV/6) Fliggvényjellemzések
a) Alapvet6 szempontok — lasd a konkrét példan
b) Fuggvényjellemzések
_x'=x

fl):R—>R; f(x)= P -1

Def.: f():

Kikotés:

D=

Tipus:

ZH:

y tengelymetszet:

Fixpont:

verz: f1(): y=

R¢=

33
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f():1-5;2] —=R; f(X)=%+1

Flggvénydefinicio: f():[-5;2] —R;y=

Kikotés:

Tipus:

ZH:

y tengelymetszet:

Fixpont:

w

N




c)

Flggvényjellemzés grafikonrdl olvasva
f( ) fliggvény
D=

Felveszi-e a =2 értéket:
Az 5-6t mely helyeken veszi fel:
A 2-6t mely helyeken veszi fel:

A —0,5-6t hol veszi fel

ZH:
Menete:

[ ; ] intervallumon:

[ ; ] intervallumon:
Max. hely.: Max. érték:
Min. hely.: Min. érték:

Mi az értékkészlete? R¢=

g( ) fliggvény

intervallumon:
] intervallumon:
ax. hely.: Max. érték:
Min. hely.: Min. érték:
Mi az értékkészlete?

Rg=

w

%)
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5x
d) d():R—R; d(x)=?—3

Kikotés:

Dg=

Tipus:

ZH:

y tengelymetszet:

Fixpont:

Menet — tdblazat - merede

Inverz:

gel:

[6)]

w

N




_12x-2x*-18

e) e():-1;5]—R; e(x)= o

Kikotés:

Hozzuk szebb alakra:

Flggvénydefinicio: e():[-1; 5] —R; y=
De=
Tipus:

ZH:

y tengelymetszet:

Fixpont:

Menet — tablazat:

Inverz

S

¢ A

N

=

\=24
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2x* +3x—2
f f()-321-R; f(X)=%

2" +3x=2 el .
Ez valéjdban egy h( ): R —R; h(X) ZT fv. leszlkitése a [-3;2] intervallumra:
X
h()

10=" 5

Kikotés:

Hozzuk szebb alakra:

Flggvénydefinicid: f():[-3; 2] »R; x~
D=
Tipus:

ZH:

y tengelymetszet:

Fixpont:

ZIZ‘E

I AR N

N

inverz: f():y=

R¢i=
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3x° —2x—1
= = ~_x

g) g():[-2;2]->R; x>
x—1

3x* —2x—1

Ez valéjdban egy h( ): R —=R; h(x)=

_h(O)
g0)= [-2:2]

Kikotés:

Hozzuk szebb alakra:

Flggvénydefinicié: g ():[-2; 2] —R; g(x)=
Dg=
Tipus:

ZH:

y tengelymetszet:

—X fv. lesz(kitése a [-2;2] intervallumra:

Fixpont:

o

W

S

N

=1

N
(o)

inverz: g}(): y=

Rg=

39
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4x* —4x+1
— X

h) h():[-3;2]>R; X 17

Kikotés:

Hozzuk szebb alakra:

Flggvénydefinicio: h( ):[-3; 2] - R; y=
Dn=
Tipus:

ZH:

y tengelymetszet:

Fixpont:

Menet — tablazat:

Inverz

Rnh=




IV/7) Melyik hozzarendelési szabdly linedris, vagy tehetd linearissa?

Amelyik olyan, irjuk is fel a figgvény hozzarendelési szabalyat.
Vigyazat, a linearissa teheténél figyeljlink az értelmezési tartomanyral

1

3(x=4) (x=3)(x+1)
8x° +2—8x
- - = (=2x+1)—(3x-3)
2x—1
2 —_—
44 3x° =12
x+1 3x+6
X2 +3x+2
X

IV/8) Hogy valtozik a fv, ha egy szammal szorozzuk, vagy osztjuk ashozzarendelési,szabalyt?

Sajnos sok gyerek gdtldstalanul megteszi.
Pedig megvaltozik a gép!

Nézziink egy ilyet: f( ): y=6x—4 és g( ): y=3%=2

A fv. meredeksége a fele lett...

Nézziik: f(5)= g(5)=

Pedig csak leosztottam 2-vel...

Miért is jut ilyen eszdnkbe?
Hat az egyenletmegoldasnal szabad osztani kettével — mert a zérushely marad...

6x—4=0 [i2
3x—2=0

IV/9) Az egyenes aranyossag —a ,,sarki piac fuggvénye”

a)

Def.: Az y=mx{ (mz0) hozzarendelésl fliggvényeket ,egyenes aranyossagnak”
nevezzik. Tehdt az ,egyenes aranyossag” egy fliggvény.

fliggo mennyiség fiiggd vdltozo

Vagyis

=dllando ( = cillando’j

fiiggetlen mennyiség fiiggetlen vdltozo

Lathato, hogy a hanyszorosara né v. csokken a fgtln valtozd, annyiszorosara né v.
csokken a fliggd valtozo, hiszen a hanyadosuk allandé.

Vagyis mondhatjuk azt, hogy , ha az argumentumot haromszorosara novelem, akkor a
fliggvényérték is a haromszorosa lesz”.

EXO 3Xc> kxo{
Hétkoznapian: kétszer annyi korte kétszer annyiba
keril. 5 kg Otszoros aru az 1lkg-hoz képest, 8 kg 0
nyolcszoros aru az 1 kg-hoz képest.
y g p — -

Ar/témeg=alland6 —az 1 kg. ara. MeXo Me3x, Mekxy

Il
3(mex,) k(r’”-xo)
41
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b) Mely két adat kozott van egyenes aranyossag (ha életbdl vett, akkor ,idealis eset”)
e Sebesség —id6 alatt megtett ut
e |d6—4dllandd sebességgel megtett ut
e Eletkor — tapasztalat
e Négyzet oldala — kertiilete
e Lipdti kenyér sulya - ara
e Négyzet oldala —teriilete
e Fok ésivmérték (radian)
e Tablettdk szdma — C-vitamin tartalom
e Eletkor — testsuly
e Elteltid6 — épitett autépalya hossz
* Eletkor —fizetés
e sebesség — légellendllds
e buliban toltott id6 — elbutulds mértéke
e cserepek szama — lefedett tet6-négy?z

c) Adott allandd sebességnél: eltelt idg
50 km/h sebességgel halado autd

1 6ra alatt:
2 Ora alatt:
5 6ra alatt:
22 6ra alatt

0,1 6ra alatt:

(¢, 1

S

W

N

S
I.
w
l.
N
o
N
)
£

A ,piac fliiggvénye”: semmiért semmit sem | T 17

Y
T

kell fizetni — vagyis f(0)=0; kétszer annyiért | | | | e R E AR

pedig kétszer annyit... e A At aaEa AN nanaa s R A Anana s




e) Gyakorlasa:
Ha 1 mél metdn 16 g, akkor 23 mél metan hany g?

Egy ember 3 6ra alatt 20 vodor almat szed.
Mennyit szed
9 6ra alatt? 11 6ra alatt 2 6ra alatt?

15° hany radiannak felel meg?

Ha 5 kg kristalycukor 7 Euro, akkor 62

Euro-ért hany kg-ot kapok?

iAn hany foknak felel meg?
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Linearis, v. linearisra, vagy azok szorzatara visszavezethetd egyenletek.

44

Bevezetés: egyszerlbb linearis egyenletek
I/1) Egyenlet = egy igaz allitas egy altalunk még nem ismert szamra.

Valaki azt allitja, hogy egy altala gondolt szdm triplajanal kett6vel kisebb szdm duplija a
gondolt szammal nagyobb, mint a gondolt szamnal 6ttel nagyobb szam triplajanal eggyel
nagyobb szam.

irjuk fel egyenlet formajaban:

Probdlgatdssal csak akkor szabad egyenletet megoldani, ha mdr.acsak véges szamu
lehetéségiink van.
Bontsuk fel a zardjelet, de mondjuk végig ,plusz 2-sz6r plusz 3 iksz az plusz 6.x,...

Majd dsszevonunk:

Majd cél, hogy az egyik oldalon legyen az ismeretien, a konstans a mdsik oldalon.

Vagyis el6szor ,kibontjuk” az ismeretlent a zarojelbdl, majd a szokdsos polinom-alakra
rendezzik. Akkor jo, ha elséfoku lesz.
VisszaHelyettesités:

Az egyenléet egy allitas: ,gondoltam egy szamra, és az allitas igaz ra, amit azutan
egyenlettel irtunk fel”

Ha az els6 sor igaz arra a‘szamra, akkor a kdvetkez6 sor is igaz.

Haraimasodik sor igaz; akkor a harmadik sor is igaz. Stb.

x=10

Vagyis ha azelsé sor igaz, akkor az x=8 is igaz.

De nekiink az kell, hogy az x=10 az a szam, amire gondoltunk és kimondtuk az dllitdst.
Vagyis: vissza kell helyettesiteni az elsé sorba.

Ezért egyaltalan nem szerencsés azt mondani, hogy ellenérzés.
Jobb a visszahelyettesités sz6: ha az x=8 igaz, akkor az elsé sor is igaz.

Vagyis: az elsd sorbodl [épésenként az kovetkezik, hogy az x=10 lehet egyedil a megoldas.
De nekiink nem ez kell. Hanem az, hogy az x=10 megoldas-e.

A visszahelyettesitésb6l az kovetkezik, hogy az x=10 a megoldas.

igy kideriilt: az x=10 a megoldas, és mas megoldds nem lehet.



. « . 2x° —8x
® Emlékeztetd: Jellemezd, abrazold: f{ ):[-5;5]—>R; y=ﬁ
—3x° —6x

Kikotés:

Hozzuk szebb alakra:

Definicié: f( ):[-5; 5] —=R; y=

De=

Tipus:

ZH:

y tengelymetszet:
Fixpont:

Menet — tablazat:

Inverz

illeszkedik: A(3; 4) B(-2;2) sky
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I/2) Egyenletek f6 megolddsi menete

I/3) Néhany egyszerlibb egyenlet
2x+7+6x-2=2(3x-1)+7

5(x-2) — 2(3—x

kikotések

ugy 6sszevonni, hogy (... x%; x3; x>-bél), x-bél, konstansbdl csak 1-1 db. legyen
megolddas kdzben ekvivalencia figyelés

Ha els6 foku: két oldalra rendezni: ax=b

ha mdsod- v. magasabb foku: egy oldalra rendezni (,,nulldra redukalni), majd szorzattd
alakitani!

,Egy szorzat...

Visszahelyettesités!

*12x*— 44x3 + 31x%2 + 42x — 45=0 (segitség: gyokdk: —1; 5/3; és kétszeres: 3

)+3Qn—4)=1—(2m—1)—8

3(2--5x) +7) = -2(3x-4) — 3(3-5x) 3x—5(2x+3)=4—(5x+2)-3(3—x)
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2(1-3x) = (5—2x) =-3(3 —2x) + 5(— 3x— 2)

I/4) Latszélag masodfoku egyenletek

Figyelem — emlékezziink: (x—=1)?#x?>-1, hanem: (x=1)(x-1) =
(x+1)*=
(2x=3)(2x+3)=

Oldd meg:
(3—2x)(3x + 1) — 2x(5—x) = 3(x—5)—2x(2x-5) + 2

I/5) A zérdjelezés fontossaga —

—(a(2x-1)(2x+1))+ (

nktdl zdréjelezziink!
1)(x+1)+2 = 3x(2—x) — (x+2)(x—4)+3(2—x)

47



—(2x=3)2+3x(5-4x) —4(7x=3x(2x-1)) = (3x=2)(3x+2) —(x—1)2-5(2-3x)

II. F6bb egyenlet tipusok

[I/1) Tortes linedris egyenletek
a) Egy kis szdmelmélet (ismétlés)

szdm legkisebb k6zds tobbszordsének kiszamitdsdhoz:
sszes el6fordulé primtényezét, és Osszeszorozzuk bket a szereplé
abb hatvdnyon.

[2-32:13; 22.32.53.73.11; 32.7-13] =
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Emlékeztetd:
Egy szdm osztoéit és osztdinak szamat: ,,Fa-strukturaval” hatdrozzuk meg:
El6sz6r KANONIKUS ALAK — majd a fa-struktura.

Két szdm Inko-jat minden k6z6s osztd osztja, és az Inko osztdi k6zos osztdi a két
szamnak.

Vagyis két szam kézés osztoi pontosan az Inko osztdi (azok mind és csak azok — ettdl
kitiintetett kbz6s oszté” az Inko!)

Adjuk meg fa-strukturdval a kovetkez6 két szdm Osszes (pozitiv) osztdja
a=223253.7.11  b=22.5.73.13

b) Tortes linedris.egyenlet
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3x—3 5x-10 3-2x
=—(x+1)—
12 15 2

4x-1
2(g7) Sl 3, 20418
7 49 14 196

4x—-3 3x+1 2—5x
— —2=2+
14 6 21
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[1/2) Tobb zardjel egymasba skatulyazva — ,ellentmondé egyenlet” és ,,azonossag”
5(2—-3(3x—2))=3(—19x-4(5-x))

x+2[x—3(x—4)]=24-3x

I1/3) Magasabb foku, de linedris tényezék szorzata isszavezethetd egyenletek

Polinomegyenletnél (vagy azza alakithatonal) ha kot varunk?
Egy polinomegyenletnek maximum annyi

b) es négyzet:

(3x=2)*=-5 (5x+3)%=36 (x+10)%=0

51



c) x’=x
Hibas gondolatmenet:
xX2=x /:x
x=1
Miért?
Ismeretlent tartalmazd tényezével nyaklo nélkiil nem osztunk: hiszen elveszik egy
olyan gyok, amikor az ismeretlent tartalmazé tényez6 0 volt.
X 3—x
Emlékezziink az fentebbi példara: (2x—3)(x—3(x+6))(Z—Tj=O

Itt nem leosztottunk, hanem megallapitottuk, hogy mindegyik tényez6 |
Vagyis:

x*=x

Madsod, vagy magasabb foku egyenletek tgy oldunk me
(0-ra redukdljuk), majd szorzattd alakitjuk.
Egy szorzat akkor és csak akkor O, ha vala
d) 4(x-1)’=—3(x-1) AKI (x=1)-gyel OSZ

ISMERETLENT TARTALMAZO TENYE

y egy oldalra rendezziik

x=5 Miért?
rra, hogy egy mdsodfoku kifejezésnek 2 gyoke van.
res v. egy kétszeres vagy két komplex © 1)

egy oldalra kell rendezni, majd szorzatta alakitani.

f) 4x3=36x (x+1)%=4



g) —3x*+24x=-195 20x2=15-20x

(5x=1)(x—-3)—(3x+1)(x—-3)=4x(x-3) QQ

(3x=1)(2—x)— 2x+4=(x+1)(x—
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[1/4) A nevezdk kezelése

Kikotések, kozos nevezl6k, szorzatta alakitasok, egyszer(sitése.

Egyszerdsitsuink a kikotések mellett.

CEL: SZAMLALO-NEVEZO: EGY TAG, A FOEGYUTTHATO POZITIV®

X=x
X =2x" +x

5x> —3x
25x> —9x

6x’—3x*—3x _
4x* —2x> —2x

3x°—12x
2x—x°

‘g\\\’



[1/5) Algebrai tortes egyenletek
Figyelem: csakis , egytag” tényezGit egyszer(sitjik, csakis tényezével:

,4)(2_9¢X_9

2é =4 ®< Ugyanis: a szamlald 2 tag!
"% K46 6 &Y &

EGYSZERUSITENI CSAK AKKOR SZABAD, HA A SZAMLALO ES A NEVEzZO IS EGY TAG.
EKKOR AZONOS TENYEZOVEL LEHET EGYSZERUSITENI (Vigyazat: kikotés!)

Tehat jol: = =
X

Egyenletet csak akkor szorzunk ismeretlent tartalmazd tényezével, ha mar tudunk

egyszerlisiteni!

I1/6) Algebrai tortes egyenletek - alap
3x+2
3x-1

=—1 Kik.: x#

2x*—18
3x+9

x#  FOEGYUTTHATO!

+1
2T X ik x
X 2 3x—6 x-—2
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4x+2_12=16x—20
x—3 6—2x

Hogy ne feledjiik a polinomegyenleteket: 12x* + 2x= 8x3 +3x?

[1/7) Algebrai tortes egyenletek - kozép
(2x* —28x+98)(3x—54)
x> —324




Ezentul se feledjlk a kikotéseket!
bx+1 3x+3  2x
3x+2 x*-1 x-1

3 _ 3x _ 5
5-10x 8x*-2 6x-3

36-x* + 4= 25%x?

7 8 1
+

X —x x 2x—1

N

0x+ﬂ’

=6x-1
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[1/8) Algebrai tortes egyenletek — 6sszetettebb
7 2 10
X —4x+4 x> +4x+4 2x*-8

x+1 2 x+1
3x+1 x 3




60-x3 = 88x2 + 20x

28 5 8—2x

6+2x

— + —_ =
18—-2x*> 15-5x —2x-6

14

5x*=15 — 10x?
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11/9) Alapvetd hibak egyenletmegoldasnal

® Rosszul irjuk le a példat... ®. (Ezért kdr volt félkelni.)

e Kimarad a kikotés és a VH. £ (Ez csak odafigyelés kérdése. igy majd a Radndtisok és a
Patrondsok megeléznek bennétéket a tudomdny orszdgdban.)

e Eltlind elGjelek és atalakuld betiik, szamok: ? (Ha trehdny vagy és élvezed, hogy
fdjdalmat okozol magadnak, akkor mazochista vagy, mért nem békddséd még kézben
magad egy tiivel is. Elvezed, nem?)

e Nem egyszerdsitesz. Ujra csak mazochizmus... A kébén.

e Egyenletet Ugy szorzol, hogy elfelejted minkét oldal minden tagjat beszorozni. ¥ (Ha
vdlogatsz, mit szorzol meg, mit nem, akkor radsiitik, hogy rasszista vagy...)

e Tortet ugy szorzol, hogy nemcsak a nevez6t tinteted el, de a szamldlot is

megszorozod! &~

,Hova tlint a sok jo gyok?” & (,,Sag mir wo die Blumen sind”)
Sajnos gyokot vesztiink, ha ismeretlent tartalmazé tényezévehoesztunk.

Lassunk egy ilyet:

3x(2x—3)=5x(2x-3) /:(2x-3)
3x=5x

0=2x

x=0

Es az x=3/2 hova t(int?

Helyesen megoldva:
3x(2x—3)=5x(2x=3)
0=5x(2x-3)—3%(2x-3)
0=(2x-3)(5%=3x)
0=(2x=3)(2x)

P I.
2x—3=0 2x=0'stb.

Vagy:
3x(2x—3)=5x(2x-3)
l.
x=0
3-0(2:0-3)=5-0(2-0-3)
0=0
Vagyis x=0 megoldas

Vagy: 3x(2x—3)=5x(2x-3) /:x
6x—9=10x-15
6=4x
x=3/2

Es az Xx=0 hova tiint?

I.

x#0 (Ez nem kikotés: hanem eset!)
3x(2x—3)=5x(2x-3) /:x#0
3(2x-3)=5(2x-3)
6x—9=10x—-15 stb.
6=4x
x=3/2



11/10)

a"-b" alak
(x=7)(x+7)=
(x=3)(x*+3x+9)=
(x=5)(x3+5x%+25x+125)=

(x=2)(x*+2x3+4x%+8x+16)=

(x=3)(x>+31-x*+3%2:x3+33.x2+3%x+3°)=

(x=5) (x6+5%%°+52x*+53x3+5%%%+5°x1+5°)=
Vedd észre: az egyik kitevGje egyesével csokken, a masiké 0-rdl eg
(a—b)(a" +a" b+ a"3b%+...+ a" b M+ .+ a%b" 3+ alb" 2+ b"Y)=
x3—y3= x3—1
(x=1) (x3+x2+x+1)=

x°—1=

x6—1=

»In medio stat virtus”: Vagyis ha lehet a
egymashoz!
xb-1=

26 fokszézlegyen egyenld, vagy kozeli

1-x° =
x*-1=

,In medio stat vi
x*-1=

(3x=1)(9x?
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A grafikus megoldas
[11/1) Oldd meg grafikusan

—2x+9
2x— :T tanm_fuggvenyek_egyenletek_B_3_1.ggb
Kérdés, mely x-ekre lesz igaz az fenti ”‘y
egyenlet. Vagyis melyik az az x, amelyet P
mind a bal oldalba, mind a jobb oldalba 5
behelyettesitve, ,bedobva” ugyanazt az =
értéket adjak. T .
Nézziik az 6sszes lehetséges x-re a bal oldal 3 a
miket ad, és miket ad a jobb oldal. .
Z
Azonban ez mar azt jelenti, hogy fv-ként o
irjuk fel a két oldalt. 1 ‘ T _i.
b( ):R—R; y=2x-2 g :jﬁ.
2 3 it 0 APRE : NEualo
j():R—R; y=—§x+3 Sl
A képrél nagyjabdl Ggy latszik: kb x=1,8 jo. - __i
De biztos ez? Vissza kell helyettesiteni. n
et}
PN - tH
iz 3
Giazaass 4
CNEmEZOEEM

Lehet-e mas megoldas?
1. otlet:

Ha egy oldalra rendeziink: az egyik oldal linearis, a masik konstans: (8/3)x-5=0
Ez az els6foku fv. pedig szigordan'monoton no, vagyis csakis egy zérushely van, hiszen
a zérushely el6tt &5 azutan @ a fv.

2. Olet:

Az eredeti két fv-nél a bal aldal sz.m.n., a jobb sz.m.cs.: vagyis, ha x=3-ban k6z6s
értéket vettek fol, akkor az x=3"el6tt az egyik ennél a kdzos értéknél (1) nagyobbat, a
masik kisebbet; az x=3 utan forditva.

(3. otlet: 1 fokd egyenletnek'max. 1 megolddsa van. Csak erre hivatkozni: egyetemen)

Tehat: kb. x=1,8 az egyedili megoldas.
111/2) Altalaban

Mindkeét oldalt atirni ismert fv. hozzarendelési alakba (legkényelmesebb 1 oldalra
rendezni az egészet, a masik oldal pedig konstans 0.)

abrazolas

leolvasas (ez esetben a ZH-et kell leolvasni)

visszahelyettesités

tisztazasa annak, hogy miért nem lehet tobb megoldas

Figyelem, nem szerencsés, ha mindkét oldal ugyanugy monoton.
Mire j6 a grafikus mo? Itt talan nem olyan fontos, de vannak egyenletek, ahol nagyon sokat
segit. Itt gyakoroljuk.



[11/3) Gyakorlatban
3—x=2x-1

(6]
'?

w

bo(): R — R; y=—x+3
jo():R—R; y=2x-1

N

Ugy latszik, hogy kb.x= __jé. H
Visszahelyettesités: B oo 12 3 48

Lehet-e mas megoldas.
Nem, mert a baloldal , a jobboldal pedig

IV. Mikre j6 az egyenletek

el igyeksziink mindent
Kés egyszer(ibb lesz

Most olyan szoveges egyenletekkel foglalkozunk, ahol egy ismere
kifejezni, és az gy feldllitott egyenlete
egyenletrendszerekkel, ahol tébb ismeretlent.i

IV/1) Néhany szoveges egyenlet
athoz adjatok hozza Otvenet, a

Gondoljatok egy szamot, szorozzatok
: ek el a gondolt szamot. Igaz-e,

kapott szamot osszatok el ketté sa
hogy az eredmény mindig

izesek helyén 3llé szam 6-tal nagyobb az egyesek helyén allé

Egy keétjegyd
amj szamjegyet eggyel ndvelem, majd felcserélem 6ket, akkor az igy

egynél.
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Egy apdnak, az anydnak és a lanyanak az életkora 6sszesen 85 év. Az apa 5 évvel id&sebb,
a lany pedig 25 évvel fiatalabb az anyanal. Hany évesek kilon-kilon?

Mekkordk az egyenl&szard haromszog szogei, ha az alapon fekv6 szog har 12°-kal

kisebb a szarak altal bezart sz6génél? (Melyik is ez a haromszog???)

Ha egy szam 15%-ahoz hozzaadunk 9/

a szélv%-ét kapjuk. Melyik ez a
szam?

60 kg 25% séoldatunk van. Hany liter (kg) tiszta vizet kell hozzadénteni,



A boltban 28 %-os (tomeg %) permet- és 63 %-0s permetlé van. Azonban 43 %-os oldatra
van szlikség, mert ez az engedélyezett s(irliség, és ebbdl 14 kg kell. Hogyan keverje ki az
eladd a szilikséges oldatot?

IV/2) Kompetencia-mérések igen egyszer( példai
Egy gydgytea adagolasa a kovetkezd: hez 2 kanadl teafiivet kell
hozzdadni. Hany kanal teaf(i sziikséges 1 li o észitéséhez?

llonb06z8 vitamint szed. D-vitamint 2 naponta, A-vitamint
3 naponta, E-vita z be. Ma reggel mindegyik vitaminbdl bevett egyet.
] ét mindhdrom vitamint bevennie?

avégépnek 2,5 literes a viztartdlya. Legfeljebb hany adag presszékavé
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Attila és a permet
Attila permetlét szeretne késziteni gyimolcsfai permetezéséhez rovarok és gombak
ellen, ehhez a permetszereket vizben kell feloldani.
A kovetkez6 utmutatd olvashatod a két szer csomagoldsan:
Gombak elleni por
Alkalmazas: 5 gramm 10 liter permetlé készitéséhez.
Tasak tartalma: 20 gramm
Rovarok elleni oldat
Alkalmazas: 30 ml 7 liter permetlé készitéséhez.
Uveg tartalma: 150 ml
Mennyit mérjen ki Attila a GOMBAK ELLENI PORBOL, ha 14 literes permetezdgépét
szeretné megtolteni permetlével?

Attila egyszerre szeretné hasznalni a két permetszert. A lehet6 legtobb permetlét
szeretné elGallitani a rendelkezésre allé 20 gramm gomba elleni és a 150 ml rovar
elleni permetszerbdl. A permetlé elkészitéséhez az Gtmutatd alapjan mindkét szerbdl
megfelel6 mennyiséget tesz egy edénybe, majd felonti‘vizzel. Legfeljebb hany liter
permetlét tud igy késziteni?

Egy varosban folmerilt,"hogy szobor keriljon a varos f6terére, ezért szavazast irtak ki a
kérdésbén. (A szobor szine'biztonsag kedvéért sziirke, és szkafanderben van — igy egyik
érdekcsoportot sem sértd®)) Ahhoz, hogy a szobor elkészuljon, a szavazok legkevesebb
70%-anak kell igennel.szavaznia. Legkevesebb hany igen szavazat kell ahhoz, hogy a szobor
megeépilhessen, ha@ szavazdson 13 860 f6 vett részt?



V. Ismétlés
V/1) Egyenletek

4x+2 1= 16x—20
xX-3 6—2x

6x3—24x=2x"-8x>

2x+1_3_x+1

3x+1 x 3
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V/2) Egyszer(sits

2X2—x_

3X2—x

X' —x—6

26 -7x+3

V/3) Oldd meg 0
x+2 (1. 1) _2x 6x+5 3,
x+6 \2 x 3 x+5

\ 4

5x— 2 2 2

10-2x  10-2x




V/4) Egyszer(sits
2x° +3x-2

1o

Xy ‘

V/5) Szoveges gyakorld
Ossz fel 2:3:7 aranyban 9g szogeinek aranya: 2:3:4.
180 gombdc fagyit!

irandulasra a sziileitél pénzt kapott. Ha a kirdandulas minden napjan,
Isét, 150 forintot koltott volna, akkor az utolsé napra 100 forintja maradt
minden nap csak 100 forintot koltott, és igy az utolsé napra 350 forintja
any napig tartott a kirandulas?
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Egy 6750 kg-os farakasban 200 db (feny&fa vagy tolgyfa) gerenda van. Egy feny6fa gerenda
tomege 30 kg, a tolgyfaé 45 kg. Hany feny6fa és hany tolgyfa gerenda van a farakasban?
(Melyik példara emlékeztet ez a feladat?)

Egy 8 tagu tarsasdg egy turistahazban szallt meg. 3 nappal késébb egy 6 tagu tarsasag
csatlakozott hozzajuk, és még 7 napot toltottek egylitt. Kozosszamiajuk 183 000 forintot
tett ki. Mibe kerilt egy f6 egy napi szallasa?

V/6) Szazalékszamitas

a) Szazalék:|,Nincs szazalék, csak valaminek szazados torttel torténd szorzasa”
Mennyi 150-nek a 60%-a? Minek a 42%-a 105?

Mit noveltem 30%-kal, hogy 156 lett?

Huasz gombaporkolt kozil 12 friss, 5 romlott, a maradék mérgezé.
A gombaparkoltek hanyad része friss?

egyszerusitve: szdzalékban:

A gombaporkoltek hanyad része romlott?

egyszer(sitve: szazalékban:

A gombaporkoltek hanyad része mérgez6?

egyszerl(sitve: szazalékban:



A 70 évfolyam-DVD-bél csak 13 maradt meg. Hany szazalék fogyott el?

Tavaly 200 tyukunk volt, idén 23%-kal tobb, azaz

A 180 6sszpontbdl 162-6t értél el, ami szazalék.

b) Valtozas
A kisvarosi pék eredetileg 170 forintos kenyér arat
tiltakozdsa és a média miatt lecsokkentette 20%-kal.

Hany szazalékkal novekedett meg
120-rél 170-re né6tt a lakosok sza

nevl falu létszdma, ha egy év alatt

Hany szazalé 20 Ft-os kifli ara, ha ma mar csak 187 Ft?

3%-kal, igy ma mar 40 040 Ft. Mennyi lehetett tavaly?

eallomany lecsokkent 22%-kal, igy csupan 9 750 van. Mennyi lehetett tavaly?

c) Gyakorlas
200-nak a 10%-a: 25%-a:

40%-a: 75%-a:
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d)

Mi az a szam, aminek a 25%-a 40?

Es aminek a 60%-a 120?

Hany szazalékot szamolunk, ha valaminek a...
kétotodét vesszik?

0,02-szeresét vesszik?

haromnyolcadat vessziik?

0,123-szorosat vesszik?

hat 6todét szamoljuk?

0,4-szeresét vesszik?

1,12-szeresét vesszik?

V/7) Nehezebb egyenletek - 5-6s6knek

a)

b)

e)

neN. p prim. Oldjuk meg: n*+n*+1=p. Segitség: egész szamos feladatoknal az egyik
legerésebb eszkoz a szorzatta alakitas.

x,y;zeN. Oldd meg: x?yz+xy?z+xyz*=1463 Segitség: egész szamos feladatokndl az egyik
legerdsebb eszkoz a szorzatta alakitds.

p és g pozitiv primek. p|g*>=1 és g|p*-1. Mi a két prim? Segitség: egész szadmos
feladatoknal az egyik legerésebb eszkdz a szorzatta alakitas.

a,b eN 2ab+a-4b-32=0 Vigyazz, ezt nem lehet szorzattd alakitani. Mégis, valamiféle
szorzatra szikség van!

Egy Milka csoki 200 Ft-ba keriil. A csomagolasaban van egy kis kartya. 10 kartyaért
lehet kapni egy Milka csokit, amiben persze tovabbra is ott van egy kartya. Kész
idegbaj. Most mar aztan tényleg tudni szeretnénk, hogy valéjaban hany Ft-ba kerl egy
tabla Milka csoki tisztan?



f)

h)

j)

k)

Valaki pozitiv egészeket ir egy lapra. Hany felirt szam esetén lehetilink biztosak abban,
hogy kivalaszthaté kozulik harom, amelyek mind azonos szamjeggyel kezd6dnek.

Az A és a B varosbdl (tdvolsaguk 20 km, egyenes Ut van koztiik) elindul egy gyalogos és
egy kerékparos. A gyalogos 5 km/h-val, a kerékparos 20 km/h-val halad. Indulaskor egy
doglégy a gyalogos orrardl elindul a kerékparos orrdig 40 km/h-val, majd vissza a
gyalogoshoz és igy tovabb. Hany km-t tesz meg szegény doglégy, mig sszetalalkozik a
gyalogos és a kerékparos — és légydog lesz az orrukon.

Egy korre folrajzoltunk 2020 fehér és egy piros pontot. Az 6sszes lehetséges sokszogek
kozul, melyek csucsait ezek a pontok alkotjak, melyikb8l van tébb: amelyeknek van
piros csucsa, v. amelyeknek nincs? Vagy tan egyenl6? Vagy egyik sem? Vagy.ma nincs
véleményed?

Nyuszika 10 nyusziugrassal van el6rébb Vuk-tdl. ,,Fogdcskaznak:” Mig Vuk 3-at ugrik,
addig Nyuszika 5-6t. Vuk ugrasa azonban 2-szer nagyobb, mint Nyuszikaé. Hany Vugras
utan lesz Nyuszikdbdl tepsifiiles (Vukvacsora)?

Hany olyan 6 jegy(i paros szam van, amelyben pontosan 1 db. 5-6s szamjegy szerepel.
Es amelyben legalabb egy db. 5-6s szamjegy van? Es amelyikben egy szamjegy sincs?
Na?

Egy vazaban 75 fehér és 150 fekete babszem van, (mellette ,talonban” rengeteg
fekete). Taldlomra kivesziink kett6t. Ami koztiik fekete, azt lerakjuk a vaza mellé, a
maradékot (ha van) visszatessziik.#a mindkett6 fehérirazokat messze eldobjuk és
berakunk helyettik egy feketét./Hogyan valtozik a vazaban a babszemek szama?
Milyen szin(i lesz az utolsé babszem? Ha fehér, szeret, ha fekete, nem szeret.
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Linearis, vagy linearis tényez6kbdl allé egyenlbtlenségek,
nevezetes szorzatok

Bevezetés

1/1)

1/2)

1/3)

Eligazodas a szdmegyenesen
Jeldld be azokat a szamokat a szamegyenesen
a) amelyek< 5

7 6 5 -4 -3 -2 -
b) amelyek 3-szorosa > 6

c) Amelyek —2-szerese <5

7 6 5 -4 -3 2 -

Az egyenlGtlenségek végeredményei — és a megoldas lépései
A végeredmények altaldban nyilt, zart félig nyilt intervallu
illetve az intervallumok és diszkrét halmazok uniadi, k

Ezért itt nincs értelme a visszahelyettesitésnek. Legfelje
a tévedés miatt jo, az ellendrzés csak a sajat hibaink megta
nem a szokott médon megy: hanem a megtaldlt intervallumo
egy belsé ponttal.

miatt van. Az ellenGrzés
3|s@ pontjaival, és egy-

Akkor mi a megfelel6je az egyenlete

0s viss‘lyettesitésnek? Itt végig
ekvivalens datalakitast kell alkalmazni.

Az intervallumokrol

Hatarozd meg azokat az x-e eléld szamegyenesen, és melyekre
igazak a kovetkezd allitasok!

-3 A X<2

-7 6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

x<1lv (x=23 Ax<7) X€E




Egyenl6tlenségek kezelése

Lehetséges, ,nyakld nélkil” végrehajthaté atalakitasok az egyenl&tlenségeknél, illetve célok
(egy oldal, szorzat)
11/1) EgyenlGtlenségnél csakis ekvivalens atalakitast szabad alkalmazni

a) Alapmlveletek

b)

¢ Hozzaadas, elvétel: ha mindkét oldalhoz ugyanannyit adunk v. vesziink el, a
relacié nem valtozik.

e Ugyanigy egy pozitiv szammal torténé szorzas vagy osztas.

Vagyis ami kisebb volt, kisebb marad, ami kisebb maradt az kisebb'volt, stb.
»Meérleg elv—megmaradnak a reldcidk a lépés utdn.”

Figyelem, vegylk észre, hogy mindkét iranyt elmondtuk:

ezek tehat: ekvivalens atalakitasok!

Negativ szammal torténé szorzds, osztas — szabad, de...

Ami kisebb volt az nagyobb lett, ami nagyobb lett az kisebb volt, stb.

, Tlikrozés — megfordulnak a reldciok a lépés utan!”(Még késébb lesz kdla szo!!!1)
Figyelem, vegylk észre, hogy mindkét irdnyt elmondtuk:

ezek tehat: ekvivalens atalakitasok!

X—3<2 X+3 > -5 —3x>6 226+12—3 7—@5‘34
(3 (3 (3 | (3
| (3

Ismeretlent tartalmazo tényezovel torténé osztas-szorzas: csakis, ha eljutunk oda.
(Csak amikor odaeriink, akkor robbantjuk fel a hidat ©.)

Hatvanyozas—gyokvoras,= Gyehenna tizén lassan fognak forgani... (Vagyis tilos!)

11/2) ,Beszoritott” -, kettds egyenlGtlenségek” kezelése

3<-2x+3<10

11/3) ,Szépséghibak” az egyenlétlenségek végeredményeinél

x>2 A x<1

x>3 A x<5

x<7 v x>-3

75



76

[1/4) Add meg a kovetkez§ szorzatok eldjelét
(5)(-4)—> (=3)(=7) >
(8)(=3)(=7)(-5) = (8)(=3)(=7)(-5)(-4) —
(8)(=3)(=7)(=5)(-4)(-2)(+6)—

(2)(=3)(=1)(=5)(=4)(=2)(+6) (8)(=3)(=7)(-5)(-4)(=2)(+6)—

Megallapitas: Egy szorzat...

I1/5) Egy ,kényelmes” magasabb foku egyenl6tlenség

a) A kedvinkért mar egy oldalra van rendezve és tényez6kre bontv

Linearis fv. mikor ad ©, O illetve @ értéket:
f( ): R>R; y=—2x+1
SZINES LEGYEN A KET KOORDINATA TENGELY

Vagyis:
—2x+1>0 megoldasa:

—2x+1<0 megoldasa:

Rajzoljuk be az elGjelgrafikonjat!

3
8(): R>R; V=EX+3

szorzata - el6jelgrafikonnal:

—2x+ (;X + 3} <0

Figyelem:
Ez NEM GRAFIKUS MEGOLDAS!

(=3)(0)(=7) —
(8)(=3)(=7)(-5)(-4)(0) —
(=8)(3)(=7)(5)(-4)(=2)(+6)—

rzatta ala

N |

~Y

A ZérusHelyeket pontosan szdmoljuk. - #
Ez ELOJELGRAFIKON!




I1/6) A fuggvény grafikonja és az elGjelgrafikon
Rajzold be az el6jelgrafikonokat!

a) Fuggvényértékek el6jelgrafikonja
® a():R—R;y=3x-6

® Db():R—R; y=—2x+2

1
e ¢():R—R; y=—2x—2

sk :
e( ): R—R; y=—1,5x !
. ‘
. i
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7=
=
=2
-3
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b) Szorzatok — a tényez6k elGjelét figyelve:

e x(2x—4)>0

XE

* (x-4)(1-x)<0

XE

e (3—x)(2x+3) <0

XE

o -16x°+920 &

XE
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Az egyenl6tlenségek megoldasanak buktatoéi és gyakorlas

[11/1) Negativ szammal torténd osztas-szorzas: szabad, néha kell, de dvatosan!!!!

Magyarazat
Hibasan Jol Valéjaban a két oldal cseréje
-2x>3 /:(-2) —2x>3 /-(-1) -2x>3 /-3
x>-3/2 2x< -3 —-3-2x2>0 /+2x
x<—(3/2) -3 >2x

-3/22> x
Probald ki a végeredményt néhany szdmmal...

A negativ szammal torténé szorzas:
olyan, mintha mindent tikréznénk fligg6legesen.

Turkozink kozéppontosan a 0-ra,
vagyis mintha feje tetejére allitanank a vonalzét.

Ami lentebb volt, az fentebbre keriilt és forditva.

Vagyis: ha egyenlétlenséget negativ sza ztunk v. szorzun

akkor a relacidjel megfordul.

Gyakoroljuk!
—3x<0

(x=1)(x+1) < (1-x)(x+5)

(5-2x)% < —(3—2x)(3+2x)
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[11/2) Kockazatos megoldasi menet <> javasolt megoldasi menet
Ismeretlent tartalmazé tényezével, vagy ismeretlennel torténé osztds, szorzds: nagyon

veszélyes: I. II. lIl. részre esik szét altaldban — INKABB NE!!!
HIBAS MEGOLDAS:
3 3

<2 & 3<0x2 & J<i-1 o D<x(2,5%).
x—1 2 2

Nézziink néhany elveszett megoldast; illetve hibas megoldast:
Elveszett az x=—3, vagy az x=0,5 Ezek pedig j6 megoldasok lennének.

Miért vesztek el?

3
x—1

1. Mo.: ESETEKRE BONTAS — egyszer megnézziik, de nem java

Oldjuk meg ujra: El6szor is: kikotés: x#1 <2 Kikotés: x#1.

Vi ns atalakitast végeztlink!!!

Vagyis egyenldtlenséget ismeretlent tartalmazé tényezdével nyaklé nélkiil nem osztunk,
szorzunk.



2. Mo.: ELOJEL GRAFIKON - a javasolt megoldés

Algebrai tértes egyenlbtlenségeknél egy oldalra rendeziink, majd szorzattd alakitunk.

iS2<:)
x—1

ok

5
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[11/3) Reciprok? SOHA 222222222

2 3
x—1 2x+6

Hibasan:

Pedig a —3 és az 1 kozott jo! Ezek igy elvesztek...
Mi is a veszély: Mintha kétszer szoroznank fol ismeretlent tartalmazé
Vagyis egyenl6tlenségnél TILOS reciprokot venni.
Vagyis

Mo.: mint kordbban — egy oldalra rendeziink (nulldra

nk), ma rzatta alkitiink

2 3
—<
x—1 2x+6

S 0<

ElGjelgrafikon:

ontos oOtletet — a féegyiitthatd itt is legyen pozitiv!

< 0
2(x—=1(x+3)

e Csakis ekvivalens atalakitasokkal dolgozunk.
e Negativ szammal torténd szorzasndl megfordul a relacidjel.

¢ |smeretlent tartalmazoé tényezdével, vagy ismeretlennel torténd osztas, szorzas: nagyon
veszélyes de szabad, ESETEKRE BONTASSAL I. II. lIl. részre esik szét 4ltaldban. Azonban
ezt — ha lehet — kerljik!

LEGINKABB EGY OLDALRA rendeziink, majd SZORZATTA ALAKITUNK.



[11/5) Gyakorlas — figyelem: ekvivalencia!

—2(x—3)—1 < XT_1+ 5 Nyugodtan szorozzuk 2-vel az egész egyenlStlenséget!

4x -1

% 7

<1,5 —XT_3 Nyugodtan szorozzuk .................. az egész eg lenséget

-

1-—

(x=1)? =3 < (x+1)? — 4(x-1)
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Gtlenségek grafikus megoldasa

77

—4(5+x)+3 = 6-4x
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V. Szorzatok
V/1) Alap
(—x2-1)(7-2x)-x-(x+2)=0

Vegylk észre, hogy néhany féegyltthato ...

S6t:

igy: (—x*-1)(7-2x)x(x+2) 20 &

Gyakorlatilag most kezddédik a példa.

Egy szorzat akkor és csak akkor negativ

A 0-val vigyazni kell!
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V/2) Masodfoku egyenl6tlenségek

Egy oldalra rendeziink (nulldra redukdlunk), majd szorzatta alakitunk.
Utdna: elSjelgrafikon! SZINES a tengely!
—2(x+2)?>-18

—(x-5)2 < -3x+15 :




VI. Algebrai tortes egyenl6tlenségek

VI/1) Alapvet6 gondolatok

Egy tort — amely alattomban azért valdjaban szorzat (hiszen 8-cal osztani azt jelenti, hogy
1/8-cal szorzunk) — akkor és csak akkor 0, ha a szamldléja nulla; nevezgje nem lehet 0!

A torteknél is a cél: egy oldalra rendezni (0-ra redukalni az egyenletet), és tényezbkre
bontani. Vagyis rendezések utan egy tort van csak és a szamlaldja is, nevezbje is egytagu,
tényez6kre bontva.

Egy tort akkor és csak akkor negativ, ha pdratlan tényezdje (a szamldloban és nevezében
egylitt) negativ — a tébbi pozitiv.
Vagyis: a tortet tényez6kre bonjuk, és utana majdnem ugy viselkedik, mint
csak a nevezd nem lehet 0.

VI/2) Alap egyenlGtlenségek

5-a

Oldd meg: 5 >0

Mindenekel6tt vegylk észre, és zavarjon, hogy mindkét
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Tobb-tényez6s algebrai tort...
3-2x
> <
2x°—18

VI/3) Egy oldalra rendezunk...

x+3
2x—4

>2

‘9\\’




X +1
x> +2x-3

VI/4) Gyakorlas

x> —4x+6
3-2x

<-1

Hogy néz ki egyébként a szamlalo elGjel grafikonja?
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VII. Teljes kob, 4. hatvany, Pascal A és még két Uj tipus:
VII/1)  Hatvanyozas és a Pascal haromszog — figyelem: a

a) Szamold ki, vonj 6ssze:
(a+b)%=
(a+b)'=
(a+b)?=
(a+b)?=

(a+b)*=

b) A Pascal haromsz

1
la +1b
1a% +2ab + 1b?
1a3 + 3a%b + 3ab? + 1b3
1a* + 4a%b + 6a%b? + 4ab> + 1b*

Most vizsgdld meg a fenti ,haromszoget”: minden sorban a szdmok ugy alakulnak,
hogy egy szdm a felette levs kett6 szam Osszege.
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Most — nem nézve a nyomtatottat — ird fol magad a Pascal haromszog elsé hét sorat!
(Vigyazz, a ,,0-adiktdl” kezdddik!)

Figyelem: a ,primsorok” — nem egység - tagjait osztja a prim!

Kénnyebb kiszamolni két tag 6sszegének, kiilonbségének hatvanyait:
a Pascal A megfeleld sorabdl kell nézni az egyitthateé
Ne feledd: minden tag foka annyi, ahanyadik hatva

(a+b)? =
(x+1)3=
Mi van, ha két tag kilonbségét nézziik? A an, mintha (a+(—b)) lenne:

(a—b)*=(a+(-b))*=

(x=1)* = (x+(-1))* =

(5x=2)% =
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Vil/2)

c) Gyakoroljuk
(x—y)* =

(3x+2)3 =
(2x=7)3=

(3x=5)*=

Kis kiugré: végezd el az aldbbi miveletet:

(a+b+c)?=

Szorzatta alakitasok — azonos kitevdjd hatvanyok ki
X"=y"=(x=y) (XX 2y X By 24 X2y ey 24y

a) Végezd el a miveletet, majd vond le a kovetkezményt...

(x=y)(x+y)= )(x2+xy+y2‘

Vagyis: x3-y3 =

(x=y) (3+x2y+ xy2+y3)=

Vagyis: x*—y* =

tasd is meg:

VEDD ESZRE A KOVETKEZOKET:

Mindenhol (x—y)-t emelink ki. A masodik tényez6 minden tagja eggyel kisebb foku,
mint az eredeti szorzatta alakitandd alak, vagyis tagonként a fokszam allandé. Végil
pedig tagonként az elsé tényez6 fokszdma egyesével csokken, a masodiké egyesével
né.



b) Gyakorlasa
x3—1=

x3—-27=
x*-16=

DE figyelem: ,,In medio stat virtus”

x°-32 =
27x3-125=
x*—625=

4

DE figyelem: ,In medio stat virtus’
Altaldban:

a"—b"=(a=b)(@™ ! + a"?b +a"3b%+...
x°—243=

x3-27=

32x>-1=

64x°-729=

, csak paratlan fokszdammal mdkodik. x*+y* nem alakithato igy szorzatta!
Figyelem: x3+y2 # (x+y)3.
(x+y) (x*=xy+y?)=
Vagyis: x*+y? =
(x+1)(x>—x+1) =

Vagyis: x3+1=
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(x+2)(x*-2x3+22-x2=23-x+2%)=
Vagyis: x°+32=

x*y* nincs szokasos

Xe—yb=

X°+1=
2x3+54=
2%0_1=

Probald meg szorzatta alakitani:

x*+4=

X*4x2+1=

VIIl.Alapvetd hibak egyenltlenség m

Néhany ugyanaz, mint az egy
e Rosszul irjuk le a példa
Kimarad a kikotés (
Eltling elSjelek ¢é

konnyedén szorzunk ismeretlent tartalmazo tényezével — pedig tilos!!!
reciprokot veszink...

Elfelejtjiik az ekvivalenciat

Elfeleltjik felirni a végeredményt. pl.: < xe[-5; 3,4
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Linearis egyenletrendszerek és szoveges tipusfeladatok

Bevezetés
I/1) 2 valtozd, 2 fuggetlen Gsszefliggés

tanm_fuggvenyek_egyenletek_D_1_1 téglalap két 6sszefiiggés.ggb

Mekkora annak a téglalapnak a terilete, amelynek a keriilete 34 cm, és az egyik oldala 3
cm-rel nagyobb, mint a masik.

Mo.: Két oldal van, tehat két ismeretlent vezetiink be: x és 'y
El6szor a kerlilet 6sszefliggését vizsgaljuk
X+y=

Fejezzlik ki az x fuggvényében y-t: y=
fl):l 5 [>Ry=
Abrézoljuk, és olvassunk le megoldas lehet6sé

Masik 6sszefliggés: az egyik oldal 3 cm-rel nagyobb:
X—y=

Fejezzuk ki az x figgvényében y-t: y=

a()l ; [—Ryy=

Melyik az a pont, amely (x;y) koordin3 zef(j!gésnek eleget tesznek?

Leolvashaté, és ELLENORIZENDO: (x;y

boky I

18

N
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1/2)

De ezt akar abra nélkdl is megoldhattuk volna:

x+y=17

x=y=3

Az els6 egyenlet Ugy rendezem, hogy:

y= VAGYIS: KIFEJEZTEM y-T AZ x-BOL.

Majd a masodik dsszefiiggésbe BEHELYETTESITEM az y-t:

A grafikus dbrdzolas: Ldthatjuk, hogy egy dsszefiiggés esetében végtelen
kaphatunk!

Definicio

Az
aiiX+di12y=013
aiX+az2y=0d33

alaku egyenletpart, ahol aije R, kétisme
Rendezd a kévetkez6 egyenle
Szépen nézzen ki, egymas al

4-3y+5y = 6x+9-2x+3
7=3x—4y+11




[l. Linearis egyenletrendszerek megoldasi modszerei

I1/1) Grafikus megoldasuk
2x—y=3
x—14=-2y

Az egyik ismeretlen fv-ében felirjuk a masikat.

Az els6 egyenletnél y-t kifejezve x-bdl: y=

Ha pl.: x=5, akkor mennyi az

x=1, akkor men

y= fl):R=R; y=

Az fl ) fv. P(x;y) pontjainak 'O‘Y'
koordinatait igy is irhatjuk:
P(x; ). Vagyis lathato, hogy:
Azon és csak azon pontok vannak az |

fl) fv. grafikonjan, melyek ’
pontjainak X,y koordinatai
megoldasai az egyenletnek.

S
. 0 4 5 8 | 10 | 12| 14
A 2. egyenletbdl:
y= 2
g(): RoR; 4

K6z06s koordi rben abrazolva:

f() grafikonjanak (x;y) koordinataju pontjai az els6, a g() grafikonjanak (x;y)
koordi U pontjai a masodik egyenletnek a megoldasai.

Melyik az a pont, melynek koordinatai kielégitik mindkét 6sszefliggést?
Nyilvan leolvashaté: (x;y)=( ; ) Vagyis x= y=

Természetesen itt is kell a Visszahelyettesités, illetve annak megmutatdsa, hogy tobb
megoldas nem létezik:
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11/2) Algebrai mddszerek 1 - a behelyettesité modszer
Figyelem: nagyon el lehet szamolni az egyenl6tlenségeket, és nem szeretjiuk a
visszahelyettesitést... (Pedig kotelez6 a VH ®)
VAGYIS:L A S S A N, ODAFIGY ELVE

a) 2x—-y=3
x+2y=14

Most a 2. egyenletnél x-et fejezzik ki y-bol:

Behelyettesitve az els6 egyenletbe:

b)
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a—3_2( a—b ):a—z
3 3

a+b b_4a-2b

c) Mo.: a=3/4 b=0 VH!

2 6 8
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11/3) Két,anomalia”
Osszefiiggd egyenletek:

y=35-x elsé( ):R— R; y= 5
2X+2y=7 masodik( ): R =R; y= L

Vegylk észre, hogy a két fv- ugyanaz, és a két grafikon fedi egymast:
Mit jelent ez? Azt, hogy: A két egyenlet ,egymas kévetkezménye”, vagyis
ekvivalensek egymassal, mas széval a két egyenlet nem fiiggetlen.

»,Nem mond Ujat az egyikhez képest a masik.” s
y=3,5-x & 2x+2y=7, hisz csak egy kétszeres szorzd van kozottik.

llyenkor azt mondjuk, hogy végtelen sok (x;y) par megoldas van: (x;3,5-x).
Behelyettesitéssel:

y=3,5-x

2x+2y=7

Azonossag, vagyis Osszefiiggo egyenletek

Vagyis az az (x;y) par, amely igazza teszi az elsé egyenletet,

igazza teszi a mdasodikat is.

igy a megoldds: y=3,5—x.

Olyan, mintha azt mondtam volna, hogy.;Gondoltam két szdmra. Az Osszegik tiz; A
dupldjuk 6sszege 20.”

A masodik allitdasommal gyakorlatilag ugyanazt mondtam, mint az elsével.

Ellentmondé egyenletek

2a+3b=7 élsé(): R~ R; b=—2a/3+7/3
43+6b=15 masodik(): R— R; b=—2a/3+5/2

Lathatd, hogy nincs olyan (a;b) pontpar, amely mindkét egyenletet igazza tenné.
Ezt hivjukellentmondé egyenletrendszernek. )

Ha behelyettesitéssél probaljuk megoldani az
egyénletrendszert:

1. 2a+3b=7

2. 4a+6b=15

Szabalyos(lépésekkel ellentmondéshoz jutottunk, tehat # olyan (a ; b) szampar, amely
egyszerre kielégitené a két egyenletet.

Olyan, mintha azt mondtam volna, hogy ,Gondoltam két szamra. Az 6sszeguk tiz; A
dupldjuk 6sszege 30.”
A masodik allitdsommal ,agyonitottem az els6t”, mert a duplajuk 6sszege biztos hogy 20.



[1/4) Algebrai mddszerek 2 — az egyenlé egyltthatok mddszere

Figyelem: nagyon el lehet szamolni az egyenlétlenségeket.
5x +4y=-19 x=—2; y=—9/4
3x—4y= 3

6x +5y=-3
4x—-3y =17

: x-ek, y-ok, konstansok egymas alatt!
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Z - 7 =)
2 3 x=—19; y=—28
x-1 y+l
4 3

(x=7)(2y-4)=2(x+8)(y—11) x=-3, y=5

(3x=1)(y+1)=(x=3)(3y-5)

(4x-3)(y+6)=2(x+1)(2y+5)
(7-x)(6y+11)=(=2x=1)(3

Aj ak: Oldd meg az egészek halmazan! 9x>=1085+4y?
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I1/5) A mddositott Gauss-féle eliminacié

Az egyenl6 egylitthatok mdédszerének tovabbvitele 3 ismeretlenes egyenletrendszernél

® [Egyoldalra az ismeretlenek, abc sorrendben, masik oldalon a konstans.

® Nagyon szépen, tabldzatszeriin nézzen ki!

e Az egyik egyenlet egyik ismeretlenével a masik kett6bdl ,kiejtjiik” azt.
igy kapunk egy kétismeretlenes egyenletrendszert.

e (ha mar jobban megy, lehet 6tletelni)

a) ,Forma dat esserei” — (A forma adja a dolog Iényegét - avagy ha nem tartod a rendet,
elveszell!)

3y+2x=z-1 x==3; y=2; z=1
Z—3x=2y+6
2y+x=3z-2

x=—3; y=5; z=—1/2
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11/6) Ujismeretlen bevezetése

2 6 )
— +—=11
X—y Xx+y o
4 9 . KIKOTES: (x=7; y=3)
— - =01
X—=y X+y
1 1
X——=——
y 6

KIKOTES:
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Példak az linearis egyenletrendszerek hasznalatahoz
I11/1) Szoveges feladatok atirasa tobbismeretlenes egyenletrendszerré
a) Egy hdromjegyl szam els6 és harmadik jegyének 6sszege 8. A masodik szamjegye az
elsénél egy 1-gyel nagyobb. Ha felcseréljik az els6 és a harmadik szamjegyet, akkor
594-el nagyobb szamot kapunk, mint az eredeti. Mi az eredeti szam?

b) Péter, Janos és Andras éveinek szdma egyiitt
Andras életkordnak 10-szerese plusz 6 év. Pét
épp Andrds. Hany évesek?

c) Két pozitiv szam ugy ar, . A nagyobbik kétszerese 5-tel

d) k egoldasi MOASZEr: Az ....cccoveveiveiveeece e figyelés.
)+ |x-2-y|=0

x-3
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. Egyéb szbveges egyenletek

Cél: , atkodolni” egyismeretlenes, v. két- ill. tobbismeretlenes egyenletté/egyenletrendszerré
IV/1) Egyszer(ibb - csak ,atkédolandd” szoveges feladatok

a) Egyfarmon tyukok és diszndk élnek. 61 fejik van és 176 l[dbuk. Melyikb8l mennyi van?

b) Két egész szdm aranya 2:3. Ha az 0sszeglikbdl elvesziink 5-6t, 65-6t kapu
szam?

c) Ha egy kétjegyli szdm szamjegyeit felcseréljik, akkor az tinél 36-tal kisebb
szam?

Az elsé nehézség: felirni az elsé felt

oldalat 25%-kal megndveltik. Hany szazalékkal kell csdkkenteni a
alt, hogy a terilet ne valtozzék?
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e) 6 osztalyosba felvételi: 2015. januar 17: Aladar egy tabla csokit szeretne venni, de
ehhez 60 Ft-ja hianyzik. Bélanak ugyanehhez a csokihoz 45 forintja hianyzik. Egyutt
annyi pénziik van, hogy vehetnek egy ilyen tabla csokit, és még marad 10 Ft-juk. Hany
forintja van Aladdrnak?

f) Hdrom szam Osszege 100. Ha az elsét elosztjuk
1. Ha a harmadikat osztjuk az elsével: a hanyad
Melyik ez a harom szam?

IV/2) Szazalékos é
Alap: Ni alék, cs laminek szazados torttel torténd szorzasa.
1 30 kg-rol 41 kg. lett?

i a b: édesapamnak felemelik el6szor 20%-kal a fizetését, majd a kovetkez6
ho an még 20%-kal, vagy hogy rogton 40%-kal emelik.
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c) Egyboltegycipd arat el6szor 40%-kal, majd a kialakult arat még 20%-kal csokkentette.
Hany szazalékkal csokkent az eredeti ar?

d) Egy arany-ezlist 6tvozetben 30 % arany van (tomegszdzalék). Ha még 10 g ezlistot
adunk hozza, 25 %-os lesz az arany aranya. Hany gramm arany és ezlist v ezdetben
az 6tvozetben?

e) Van valamennyi kg 25 %-os olda
oldatot, és 40%-osat kapok. Hany

(tomegszazalék) séoldathoz hany kg 5%-os sdoldatot kell 6sszednteni,
%-os oldatot kapjunk?

nletrendszerrel -  x kg 20% és y kg 5%-os.



IV/3) ,Egyluttes-munkavégzés” feladatok - kdtelez6 a megoldasi forma tartasa

a) Egycsoport 8 dra alatt végez el egy bizonyos munkat. A masik 12 dra alatt. Az gyorsabb
csapat elkezdi a munkat, és egy 6ra mulva csatlakozik a lassabb. Osszesen mennyi id8
végzik el a munkat?

b) Egy kad az egyik csapbdl 30 perc alatt telik meg, a m
kinyitjuk az elsé csapot, majd ra 5 perccel megengedjik a
perc alatt telik meg a kad?
Kotelez6 a forma tartasa!

5| 25 perc alatt. El6szor
ikat is. Osszesen hany

Apa 1,5 30 maszkot készit, a felesége 2 d6ra alatt 30-at. Hany 6ra alatt
e maszkot?

otel a forma tartasa!
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d) Apa vakcinat gyart sutyiban. A munkat 12 éra alatt végzi el egyediil. A fiaval egyiitt 10
Ora alatt végeztek. Mennyi id6 kell a fidnak ahhoz, hogy egyediil elvégezze a munkat?
Koételez6 a forma tartasa!

olyén
két 6ra mulva
azt elzarjuk,

e) Egy medence az egyik csapbdl 4 d6ra alatt telik
8 ora alatt lehet teljesen leengedni. Ha megnyitjuk a
a masikat, de akkor azt is észrevesszik, hogy a lefolyd
akkor 6sszesen hany dra alatt telik meg a medence?
Koételez6 a forma tartasa!

/ora sebességgel haladt 1 6ran keresztul, majd megallt 2 6ra
2 6ran keresztil 30 km/dra sebességgel haladt. Mekkora az utra
atlagsebessége?
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b) Egy kocsi vidékre megy. A varosban 30 percig araszol kifelé 12 km-t. Utdna a palyan
170 km/h-val szaguld 42 km-t, majd 70 km-t tesz meg 1 dra alatt. Mekkora az
atlagsebessége.

24+170+70 _

Szokasos hiba: sebességek szamtani kozepe: 3

c) Két varos tavolsdga 30 km. Egy kerékparos m
utat. 20 km/dra sebességgel halad odafelé, vissz
jon. Mekkora az Utra vonatkoztatott atlagsebessége?
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e) A 6 km/dra sebességl folydn két hajoallomas tavolsaga 12 km. A hajé sebessége 15
km/dra (allévizhez viszonyitva). Mekkora az Utra vonatkoztatott atlagsebessége, ha
megallas nélkil teszi meg oda-vissza az utat a két kikotd kozott?

f) Egy folyon allandé sebességgel halad egy motorcséna
visszafordul. Osszesen 3 éra alatt teszi meg az oda-vissza
Ezek utan 10 km-t megy lefelé és csak 5-6t jon visszafelé: er
Mekkora a csdnak és a viz sebessége?

ora kellett.




g) Egyfolyd 4 km/h-val folyik. A csénak 6 km/h-val halad a vizhez képest. Kiesik egy labda,
de csak 2 6ra mulva veszik észre. Rogton visszafordulnak. A visszafordulastdl kezdve
mennyi id6 alatt érik el a labdat?
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IV/5) Egyéb
a) Linearis fliggvény megadasa a grafikonjanak két pontjabdl
Adott egy linedris fv. grafikonjanak 2 pontja: A(-=1;2 ) és B(2;=3 ). ird fol a fv-t és
jellemezd!
1. Mo.: meredekséggel
2. Mo.: egyenletrendszerrel

b) Adott egy 5; 7 és 8 cm old
érintd kort rajzolunk. M
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Paraméteres egyenletek ,avagy a képlet-gyartas”

I. Aképletet gyartunk —hogy a masiknak ne kelljen egyenleteket megoldani...

1/1)

1/2)

Képletek a természettudomanyban
a-t’

Fizika: Ut — gyorsulas -id6 s =

Kémia: M (molaris tomeg), n (anyagmennyiség), m= témeg. Ekkor: m=n-M
Bioldgia: Populdcio egyedszama N. Az AA genotipusu egyedek szdma D; a heterozigdtaké
2R+H

(Aa) H; az aa genotipusuaké R. az ,a” allél gyakorisaga:

A képleteket , le kell gyartani” valakinek, hogy mas csak a mérési adatokat behelyettesitve
megkapja a kivant kimutatdast, eredményt.
Permet keverés — avagy egy mez&gazdasagi bolt kihivasai — szindarabban.
Alapallas: Hatdsagilag a permetlé megengedett tomegszazalékand2%.
Vagyis pl. 100 kg permetbdl: 12 kg a vegyszer.
Vagy mondjuk 250 kg-bdl:

Igendm, de a boltban csak 40%-os oldatot tartanak.

FGszerepl6 az eladd lany, Juli.

a) Piroska nénijon a boltba, és kér 75 kg pérmetet (nyilvan 12%-osat).
Hogyan keverje ki Juli a permetet?
Julika tandcstalan. Julika hivja a baratjat, Sanyit, aki felallit egy egyenletet, megoldja —
és a végén elmondja, hogy Juli mennyi vegyszert mérjen ki és mennyi vizet.

Desalig |ép ki Piroska néni a bolt ajtajan, betoppan Marika néni, és neki 45 kg permet
kell. Julikat kiveri a viz, nem tudja kikeverni a vegyszert, kirligjak az allasabdl, mehet
kapalni. Julika Gjra hivja a baratjat, aki felallit egy egyenletet, és megoldja, és kozli az
eredmeényt: mennyi vegyszer és mennyi viz kell.
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b)

c)

De az agrarium el6re megy, nem masfelé, igy falusiak csak jonnek és jonnek, hogy
vegyék a permetet. Juli pedig sajnos nem matematikus. Juli baratja pedig nem ér rd
mindig.

Vagyis kell egy képlet, hogyha mondjuk jon Jéska bacsi, és p kg tomeg(i permetet akar,
akkor mennyi vegyszert és vizet keverjen be Juli.

Julikanak kell egy képlet, amelyik megmondja, hogy a kivant p kg. tomeg( permet
Lfluggvényében”, mennyi 40%-o0s oldatot keverjen be, és aztan mennyi vizet rakjon
hozza.

Julika szomoru. Sanyi nem ért ehhez. Segitslink rajta ©.

Gyartsunk Julikdnak egy képletet.

De az élet bonyolddikesbdrmilyen toményséqii oldatot kérhet ezentul a vevd, és persze
barmennyit: Ez mar végképp meghaladja Julika kompetenciajat. Es a baratjaét is,
Sanyiét. Igy aziizletvezetSnekimatekoznia kell... (Matekozz, hogy lizletvezetd lehess...)
Mivel nem.tudjuk elére, hogy hany kg és milyen toménységl(it rendelnek. Legyen p kg,
és g %-0s az oldat, melyet Julinak ki kell kevernie a 40%-os oldatbdl.



1/3)

1/4)

Linearis fliggvény inverze
Valdjaban egy linearis fv. inverze is: képlet az 8sképhez

A paraméteres egyenletek megolddsakor kitlizott cél

Cél ,,a paraméter fiiggvényében kifejezni az ismeretlent”.
Vagyis: x= és a jobb oldalon csak paraméter van és valds szam. pl: x=3p3-1

Hiszen a ,képlet” attdl képlet, hogy csak a ,,szamoldgépet kell nyomogatni” ©.

a) 2x+a=4 a=param.
,Cél: a paraméter flggvényében kifejezni az ismeretlent.”

Vagyis mindig meg tudjuk mondani

' l’jvelet‘asznélatéval — mint valami
képletbdl kiszamolva —, hogy me

b) ax=b—3x a,b paramé

c) bx+ +2 b=param.
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II. A paraméteres egyenletek altaldban

[I/1) A paraméteres egyenletek megoldasanak alapelve:

CEL a paraméteres egyenleteknél
a paraméter(ek) fliggvényében kell kifejezni az ismeretlent.

Ezért Ugy kell rendezni az egyenletet, hogy

véglil az egyik oldalon csak az ismeretlen alljon, a masik oldalon
egy — a paraméter(eke)t tartalmazo — kifejezés, de az ismeretlen mar semmiképp.
Vagyis ,Képletet kapjunk az ismeretlen konnyd kiszamitasahoz”.

11/2) Gyakorlas
a) px+9=p?+3x
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c) 2px-2=3x p=paraméter

d) 2p>x—-p+5
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) SPXT3X _oiapi—ap  Kik

p—2

f)  4pix>—x=x*+2px p=paraméter

Kikotés:
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a+x Xx-—b

b a

=2 Kik.:

[1/3) Egyenlétlenséghez vezets paraméteres egyenletek
a) Mely p paraméterekre lesz nemnegativ megolddsa a kovetkezd egyenletnek:
2px—4p = 5x-3

etén lesz 4—nél nem nagyobb a kdvetkez6 egyenlet megoldasa:
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c) Mely p paraméterekre lesz 3-nal nem kisebb megoldasa a kdvetkezé egyenletnek?
Apx=2p = 4p>x+x-1

[I/4) Paraméteres egyenl6tlenségek
a) 3ax+2=0

‘9\\’
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[ll. ,Nincs szazalék, csak valaminek egy szazados torttel torténd szorzasa.”
Szazalékszamitas ismétlés.

[11/1) K6z6s feladatok
a) A 120 a40-nek hany %-a? A 85 a 20-nak hany %-a?

b) A 15a95-nek hany %-a? A 4 a 60-nak hany %-a

c) Minekaz5%-aa7?

d) A 475-6t hany %-kal kell csokkenteni

e) Egy aru arat 30%
nétt az ered

Ujra megemelték 30%-kal. Hany szazalékkal

Egy aru arat 20%-kal csokkentették, majd Ujra csokkentették 20%-kal. Hany szazalékkal
e tették 0sszesen?
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[11/2) Egyénileg megoldanddk
a) Mekkora volt egy arucikk eredeti ara, ha 35%-os arengedménnyel 22 425 Ft-ért
megkaptuk?

b) Haegy négyzet egyik oldalat 20%-kal csokkentjiik, a masikat pedig a 20%
akkor a négyzet teriilete 49 négyzetcentiméterrel csokken. Mekkora vo
eredeti terllete?

c) Egy tartdlyban talalhatd folyadék 28%-at kiontotték, igy 9
benne. Hany liter folyadékot dntottek ki

iter folyadék maradt

d) Harom szam &
harmadiknal a

z els6 szam a masodiknak 40%-a, a masodik pedig a
obb. Melyik ez a harom szam?

készlilék arat hany szazalékaval novelték meg, ha Aladar kiszamitotta, hogy a
megnovelt arat egyhatoddval kellene csokkenteni ahhoz, hogy az eredeti arat
apjuk?



f) Egy készilék arat januarban 40%-kal csokkentették, majd februdrban ujabb 40%-kal
lejjebb szallitottdk. A nagyobb rekldam kedvéért ugy probaltdk beallitani, mintha ez
altal az eredeti drat 80%- kal csdkkentették volna. Aladar azonban kiszamitotta, hogy
a valdsagos 80%-os arcsokkentés a februarinal 40000 Ft-tal alacsonyabb arat
eredményezett volna. Mennyi volt a készilék eredeti ara?

IV. Ismétlés
e Apa 12 6ra alatt vagna fel a tdzifat. A fia 16 6ra alatt v
készil el a munka, ha egyutt kezdik ugyan, de 4 6ra mulv

kell, hogy befejezze.

ennyi id6 alatt

beleun, apa egyedil
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*  a2x%—ax=2ax>—x*-x a=param.

o

e Mely p paraméterekre lesz a megoldas kisebb, mint 1
2p2x—p?+4 = 3px+2x

\ 4
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Specialis linearis figgvények

Az egyszer(lbb linedris fliggvények
I/1) A konstans fuggvény

Definicié: c(): R—>R; x—c ,Nullad-fokd”
Képe: az abszcisszaval b
parhuzamos egyenes. ’

I/2) Az egyenes aranyossag — avagy a ,piac fliggvénye”
a) Definicié: Az f( ): R—R; y=ax (a#0) figgvényt egyenes a
A ,piac fuggvénye”: kétszer annyi krumpliért kétszer annyi

b) Pl.: sz0g-ivmérték; fok-radidn osszefiig
120° hany radiannak felel meg?

¢

/

ad

37, 21t/5 és w/. ny fo elel meg*

180° fok

a a'sz0g 5-szorosére nd, akkor a radian is, vagyis a hdnyadosok megegyeznek.”
«Hd orosdra vdltozik eqy sz6q?”:

adosuk mondja meg, hogy hanyszorosukra valtoztak.

60°-nak, illetve 45°-nak mekkora ivmérték felel meg?
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c) Egyéb feladatok
5 gyerek 2 6ra alatt 80 szendvicset készit. Hanyat tudna 12 gyerek 3 dra alatt késziteni?
1 gyerek 2 6ra alatt:

1 gyerek 1 6ra alatt:
12 gyerek 1 6ra alatt:
12 gyerek 3 éra alatt:

Egy egyenes ardnyossdg 4-hez —2-6t rendel. ird fol a fiiggvényt

II. Az intervallumonként linearis fliggvények

[1/1) A signum v. szignum (el&jel) és a szignum f
a) Definicié

sgn(—0,003)= -
sgn(0)=

b) A flggvén

Injektivitds: b

Rsgn()=

130



c) Asgn() fv. transzformacioi

(i) Add mega —sgn(x)+3 hozzarendelésl fliggvény grafikonjanak transzformaciojat
az eredeti sgn( ) fv. grafikonjabdl és dbrazold!

sgn( ): R—R; y=
g(): R—>R; y=
h(): R—R;y=

f(): R—>R; y=—sgn(x)+3 =

va

Az argumen
Egyenlétl
AN 7
AN pd
7\
N L

a2
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(iii) Add meg a 2-sgn(x)—3 hozzarendelésu fliiggvény grafikonjanak transzformaciojat
az eredeti sgn( ) fv. grafikonjabdl és dbrazold!

sgn(): R—R; y=
f(): R—R; y=
g(): R—>R; y=

h(): R—>R; y=2:sgn(x)-3 =
A /%

7

\
7 X
N Z
—

A transzformacio:

R; y=—2x
coa=c(a()) =
coaoc=

mveletet és add meg a fliggvénykompoziciot:

sgn(—2x+3) =
\\ //
RN
N Z N4
RN ~7 N
N Z N S
—7 —



d) Egyenletek, egyenl6tlenségek

. 6—2x _
o {52

Vegylk észre, hogy ez az argumentumra egy

(ii) sgn(x)<1,2

(iii) sgn(2x—3) <§

x—1)=x>=2x+1
l. . .

V) s

133



134

[1/2) Az egészrész és az egészrész fuggvény
a) Def.: Egy valds szdm egészrésze a ndla nem nagyobb egészek kozil a legnagyobb. (Az
a legnagyobb egész szam, amely nem nagyobb az x-nél.)

[5]= [4,3]= [-1]= [-2,4]=

oo [ [ )

A definicid alapjan: x=1 < [x] <x
Ugyanis: Ha xe Z = [x]=x.
Ha azonban kisebb egy egész szamnal, akkor nala nagyobb nem lehet az
Az egészrész fliggvény altal meghatdrozott érték az (argumentum—1)-nél n
argumentumnal kisebb egyenlé.

pl.: [x]=5 < xe

Egyenlet:

[5x] =-22 <

b) A flggvény
int( ):R—Z; x— [x]

Dint()=R

Zérushelyek: xe

Injektivitds:

Az el6z6 pontnadl érdemes megfigyelni, hogy a fiiggvény * 2 2 /1: 2 3 4
képe az x-1 és az x hozzarendelésii fiiggvények képe
kozé szorul be.




c) Egészrészt tartalmazé figgvények, egyenletek

(i) Abrazold az int(x)+2 hozzarendelés(i fv-t! A
Trafé: ®
D=

Zérushelyek: xe

w

N

Menet:

/R
R =

Injektivitds:

(ii) Abrazold a [x=0,2] hozzarendelés( figgvényt!
Trafé:

D=

H

Zérushelyek: xe

w

N

—

: [X]=3x+2 tanm_fuggvenyek_egyenletek_F_3 2 c.ggb
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2. mo.:
x—1<[x] <x

3[2x+2]-1=4x+3 ‘ :
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[1/3) Tortrész és tortrész fuggvény

tanm_fuggvenyek_egyenletek_F_3_3.ggb

a)

b)

Def: {x}:=x—[x]

{5,3}= {0,8}=
{-4,3)= {-0,672}

A fluggvény: frac( ):R—
Segit a definicio: {x}:=x—[x]

Dfrac=
Periodikus
Zérushely:

Menet:

Injektivitas:

Rfrac=

(iii) Egyenletek
{x}=-0,2

x=1<[x] <x

6tlenségek. Nagyon fontos az értékkészlet figyelés!

sgn(1-{x})=
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Alappélda: {3x}=0,6

{-2x+3}=0,6 :
4
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11/4) Az abszolutérték
a) Def.: |x|=

Ez szemléletesen azt mutatja meg, hogy milyen tdvol van az adott szam a 0-tél.

15,3]= |-6,2|= |0]= -4,9

Osképkeresés:

|x|=2

A definicio ekvivalens a kovetkezd definicioval:

| x|:=sgn(x)-x

All.: |a|=]-a|
Vegyik észre: x*=

b) A fliggvény
abs(): R—R*; x— | x|

Dabs=R
Két intervallumra kell leszlkiteni, ervallumon két kiilonbo6z6 linearis
fv-ként viselkedik. A

[ ] | A

abs() = fv.

-

'III

Figyelem: ,abszolutértéknél toréspont ott van, ahol az argumentum jelvaltd

139



140

c)

d)

Definiciok figgvényjellemzéshez:

... Xo€ Dr az f( ) fv. minimum (maximum) helye és f(xo) a fv. min. (max.) értéke,
ha Vxe Df = f(xo) < (=) f(x).

... f() fv. pdros, ha Vxe Df = —xe Ds és f(x)=f(—x)
Pl: x2 fv., vagy |x| vagy x* fv.

... f() fv. paratlan, ha Vxe Df = —xe Ds és f(x)=—F(—x)
Pl: x fv., vagy x3 fv.

Az Abs( ) fv. dbrdzolasa

Abrazold és jellemezd: f( ):R—R; y=|x-2|
Intervallumonkénti — téréspontok szerinti — dbrazolas:
Argumentum-toréspont - keresés:

L

A belsé fuggvény trafdja: Fliggvén
b(): R—R; y=
k(): R—R; y=
kob=k(b())=

Az b( ) fuggvény ké
A k( ) figgvény

. értékkel!)

vény, vagyis a nemnegativ értékeket nem
ellenkezGjét veszi.
zt ,tukrozi az x tengelyre”.

%

fuggvénykompozicios abrazolas:

Argumentum trafé N/
Csak roviden: b()
"’_2"
/ '\
b(x) x-2
N £
) "
va |fV" 3 42 @10 2 5 -
AN —
[x2]  k(b(x))




e) Egyszerlibb egyenletek
1
Egyenlet: |x—1|=Ex+3

Egyenletmegoldas mindig: Intervallumonkénti — toréspontok szerinti!

allumonkénti — toréspontok szerintil
I.

(4]

by

F-S

w

N
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f) Osszetettebb egyenletek: Abszolutértékek osszege, kiildnbsége ill. egymasba-
skatulyazott abszolutértékek

. X
(i) ]10-2x|+|3x-2] = E+12

ElGszor is bolcsebb a kovetkezd formara hozni:

X
| | + |3x—2|=5+12

Egyenletmegoldas mindig: Intervallumonkénti — toréspontok szerinti!
Keressik meg a toréspontokat: Jobb az elGjel grafikont nézni.

Ezek utan csak 3 szétvalasztas van:
l.

ervallumokra szUkitett fliggvényeit:
I. .
(bo.: szlikitett fv.) (bo.: szlikitett fv.)

UK ESZRE: f( ): R>R; f(x)= |3x-2|+|2x-10] N R I R R A
uggvény a kisebbik térésponttdl balra szig. m. cs. T T
illetve a nagyobbiktél jobbra szig. monoton né. """ 12 """ e """ """" """
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(ii) —]2—x|+|-2x=7|=x+5

El6szor is bolcsebb — lenne — a kdvetkezd formara hozni:
| | | | =x+5 Meég a sorrend is szamitana...
De most ligyetlenek vagyunk, és az eredetit nézziik — és senyvedlink.

Egyenletmegoldas mindig: Intervallumonkénti — téréspontok szerinti!
Keressik meg a toréspontokat: Jobb az elGjel grafikont nézni.

Ezek utan csak 3 szétvalasztas van:
l. 1.

Nézzik meg a balol
I
(bo.: sz(ki

gvényeit:
Il.
(bo.: szlikitett fv.)

[+2]

S

N

[V I (=]

S

[+2]
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(iii) Egymdsba-skatulyazott abszolutértékek

||x—2|—3|=§+1 ESETEKRE BONTAS!

4||2x+1|—4|=
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| 1-2x|—|3—x| = x+2
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[ll. Flggvény-transzformaciok

[11/1) A mer6leges affinitdas — nem egybevagosagi transzformacio — s6t, szogeket sem tart...
tanm_fuggvenyek_egyenletek_F_4_1_meroleges_aff.ggb

a) Def.: adott t egyenes (tengely) és Ae R\{0;1}
t M ): S—>S; PP’
ahol: Pet= P=P’
Egyébként: PP’ 1t
A >0 = P és P’ ugyanabban a félsikban vannak
A<0 = P és P’ két kiilbnboz6 félsikban vannak
d(t;P’)=|Al-d(t;P)
Jelolés: tMP)=P’
b) Tulajdonsagok (szokdstdl eltérén elére vesszik, mert nem egyér
e |lleszkedéstarto
e Nem tavolsagtarté és nem is szogtartd
e Altaldban nem szimmetrikus, kivéve ha A=—1
e Koriljaras-tartas: A pozitiv igen, negativ: megfo
e Kolcsonosen egyértelmd (injektiv)
(egy pontnak csak egy 6sképe van)
e Altaldban nem szimmetrikus
e Egyenest egyenesbe visz (majd bela
e Fixpont, fix egyenes, fix ala
alakzatok

a kp-os hasinléségi trafénal)

Specidlis e
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[11/2) Fliggvénykompozicidk és az inverz fliggvény
a) Kulsé-belsé fuggvény
f( ): R—R; y=sgn(x) g(): R—>R; y=x+2 h(): R—>R; y=—3x
Mit csinal az ,f( )” fuggvény?: A bedobott argumentumnak veszi a szignumat.

Mit csindl a ,,g( )" figgvény?: A bedobott argumentumhoz hozzdad 2-6t.
Mit csindl a ,,h()” figgvény?: A bedobott argumentumnak veszi a —3-szorosat.

fog=f(g()) \ A
ird be a gépbe a ,miikodésiiket”!

7\

Az elkészilt fuggvény:

c():R—R;y=

gof=
ird be a gépbe a ,miikodésiiket”!

Az elkészilt fuggvény:
d(): R—R;y=

ird fol a kovetkezd fliggvényeke
sarkaba irjuk a felsé fliggvények n

1”.

tb.) — bal alséba, amit ,,csind
—3-sgn(x+2)

|
/ \
\ /
|
/\[
/ \ /\|
\ / \ /
| | | |
/ \ / \
\ / \ /
| | | |
/N /N
\/
- )
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b) Inverz figgvény
Csakis az injektiv (kolcsonosen egyértelm) fliggvényeknek van inverze.
f(): R>R; y=2x-3
Kérdés: Mit kell bedobni a fliggvénybe, hogy alul k ,pottyanjon” ki?
Legyartjuk a , visszafelé teker8s” fliggvényt az eredetibdl, vagyis invertaljuk!

f1(): R=R; y=
Vagyis ha -t dobok be a fv-be, akkor k ér t ad.
X
N/
2()3
/N
k

I11/3) A kilsé fliggvény linearis, a belsé a ,,trafdzancg pl: sgn(), frac(),

»Fliggvényérték-transzformacio”

fv_trafo__kulso_fv__fiiggvényérték_t \ /
a) g(): R—R;y=sgn(x)+2,5
b():R—R;y= / A\
k():R—R;y= \ /
g()=
7 %

pét 2,5 egységgel.

i transzformacidval leirva:




b) g( )Z R—R; y=[X]—3 \ /
b(): R—R; b(x)= 7
k(): R—>R; x—
\ /
gs

Vagyis az egészrész fv. minden kiadott értékébdl még 3-at levon a masik fliggvény.
Képileg: az egészrész fliggvény minden értelmezés-tartomanybeli helyhez tartozé
érték helyett 3 egységgel lentebb talalhatd értéket rendel: ,letolja” a fv. képét 3

egységgel.

A trafd: grafy) =

c) f():R—R;y =—§{X}

b(): R—R;y=
k(): R—R;y=
f=

7

Vagyis a frac

g
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d) g(): R—>R;y==3{x}

{3

b(): R—>R; y= /N
k(): R—R; y= .
g= 30)
A trafé: grafy = S3(y 3
N/
_1.( )
“3ux}

Vagyis a frac( ) fv. minden kiadott értékének veszi a (—3)-szorosat a kiilsé
Képileg: a tortrész fuggvény képét a 3-mal szorzé fliggvény x*=3 meréleges a
»,Széthuzza” az y tengely mentén.

Végul a —1-gyel szorzé fliggvény tikroz az x tengelyre.
Ez persze egyben is megy: —3-mal szorz¢ fliggvé =3
a beledobott flggvény képét.




f)

g)

Fliggvényérték-transzformacio abszolutérték fliggvénnyel

g(): R—R; y:Hx+3|—2‘+1

Egy kicsit tanulmdanyozhatjuk ezen azt is, hogy hogyan ,traféz” maga az abszolut érték
fliggvény.

Tudjuk, hogy a pozitiv értékeket békén hagyja, a negativokat —1-gyel szorozza. A
negativ értékek helyett -1-szeresuket adja, vagyis tukrozi ezeket a Ill. és IV.
siknegyedbe es6 pontokat az x tengelyre.

Tehat el6szor ,feltikrozzik” az x+3 grafikonjanak x tengely ala es6 szarat az x
tengelyre. Majd ezt a V alakot lentebb toljuk 2 egységgel, majd megint a V alak x
tengely ald esé részét tiikrozzik az x tengelyre. Végiil az igy kapott W alakotfelemeljik

O

1-gyel. o
(Y,

I
v

S

w

]

—

Def.: lokalis minimum (maximum): ... xoe Dt lokdlis minimumhely (maximumhely), ha
dks(xo0)— ¥xe Ks(Xo)Df = f(x) 2:(<L)f(xo)

Osszéefoglalds: Kiils6 faggvénnyel trafézzuk az eredetit — fiiggvényérték trafé

Ha a kilsd fliggvénydinearis, akkor a belsé fliggvényt az y tengely mentén trafézom.
Ha egynél nagyobb szdmmal szorzom, akkor az y tengely mentén ,széthuzom a
fliggvény képét”. Ha 0 és egy kozé es6 szammal szorzom (vagyis egynél kisebb
pozitivval szorzom), akkor az y tengely mentén ,,6sszenyomom” a fliggvény képét.
Negativ. szammal torténd szorzdas: el6szor tiikr6zom az x tengelyre, majd mintha
pozitivval szoroznék...

Hadhozzaadok vagy kivonok bel6le egy pozitiv szamot, akkor fel illetve lefelé tolom a
flggvényt.

Egzaktul:

ha a kiilsé fuggvény: ax+b (a#0);

vagyis a fliiggvénykompozicié: a-f( ) + b,

akkor el6szor: x}2( ) trafé; majd: EV(%®) trafé: EV%2)( x*=2(grafy()))
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[11/4) A belsé fliggvény a linedris.
,»Valtozo (argumentum)-transzformacioé”

a) fl):R—=R;y=|x=3|

X

"
MielStt nekilatunk a vizsgélatnak, szogezziik le: [ "3%( ]

ez nem az |x|-3 hozzarendelés( figgvény. Hiszen pl. az f( ) fv. x-3
értékkészlete a nem-negativ szamok,
A S . I |
az |x|-3 -é pedig lehet -3 tél folfelé barmi, pl. -2 is.
Mondjuk f(0)=3, de |0]|-3=-3 Ix=3]
x+3
f
b(): R—R;y= ‘( -3 \—‘( )+3‘
N
abs(): R—R; y= X
)z I |
El6szor is vizsgaljuk meg az abszolutérték fliiggvényt: 1|

A minimumbhelye, ,cstcsa” az x=0 helyen van, és‘ott\0-t/vesz fol.

Azonban az |x-3]| hol veszi fel ezentul a 0 értéket?

Ugy lehetne mondani, hogy ,,3-mal késébb, 3-mal nagyobb szamnal”, hiszen minden
bedobott valtozébdl el6szor le kell vonni 3-at. Vagyis ezentul az x=3 helyen veszi fel
azt a 0 értéket, amelyet korabban az x=0 helyen vett fel.

|II

Hol veszi fel ezentul a kordbban x=24ho6z tartezé,| 2 | =2 értéket?

»3-mal késébb, 3-mal nagyobb szamnal”. Hiszenazx—3 belsé fliggvény az 5-bél csindl
2-6t, amelyet be kell dobni az | | fv-be.

Az eredeti fv. xo helyen | xo|sértéket vett fol. Az uj fliggvénybe mit kell behelyettesiteni,
hogy |xo| értéket adjon? A bels6fliiggvény kimenetébe dobjuk be az xo értéket, és
nézziik meg, hogy mit kellett ahhoz bedobni, hogy.a bels6 fv. xo-t adjon, vagyis mi az
xo belsé fv. szerinti'Gsképes b (xo)

Szumma-szummarum: minden szokasos értéket ,3-mal késGbb” vesz fol; a belsd
figgvény inverze is mutatja: az eredeti szam helyett annak a belsé fliggvény inverzével
trafozottdosképét ‘kell, bedobni a fliggvénykompozicidoba, hogy a szokasos értéket
kapjuk.

Tehat a kép jobbra tolodik 3 egységgel:

grafr()=E“*%grafaps(q)

Az eredeti fliggveny grafikonja a belsé fliggvény inverzével trafézddik az x tengely
mentén.
7hy

(0]

S

N W




b) g():R—R;y=|x+2,5|
b(): R—R;y=
abs(): R—R; y=

g()=

Az abszolutérték fuiggvényt: minimum helye, ,,cstucsa” az
x=0 helyen van, és ott 0-t vesz fol.

Azonban az |x+2,5| hol veszi fel ezentul a 0 értéket?
Ugy lehetne mondani, hogy ,2,5-mal korabban, 2,5-tel
kisebb szamnal”, hiszen minden bedobott valtozéhoz
el8szor hozza kell adni 2,5-6t. Vagyis ezentul az x=—2,5
helyen veszi fel azt a 0 értéket, amelyet korabban az x=0
helyen vett fel.

Tehdt ha eddig xo helyen yo értéket vett fol, akkor ezentul
ezt az yo értéket az xo—2,5 helyen veszi fel.

A1/

()+2l5 =25
i
x+2.5

[ |

N
|x+2,5]
x-2.5

()42 25
2

[ ]

7N

x|

Az eredeti fv. xo helyen | xo| értéket vett fol. Az Gj fliggvénybe mit kell behelyettesiteni,
hogy |xo| értéket adjon? A belsé fuggvény kimenetébe dobjuk beraz xo értéket, és
nézziik meg, hogy mit kellett ahhoz bedobni, hogy a'belsé fv. xo-t adjon, vagyis mi az

xo belsd fv. szerinti 8sképe: b~(xo)

Szumma-szummarum: minden szokdsos értéket ,2,5-tel korabban” vesz fol; a belsé
figgvény inverze is mutatja: az eredeti szam helyett annak,a belsé fliggvény inverzével
traféozott Gsképét kell bedobni a fliggvénykompozicioba, hogy a szokasos értéket

kapjuk.
Tehat a kép balra tolddik 2,5.egységgel.

grafg()= E¥2>:0)(grafaps())

Az eredeti fliggvény grafikonja a belsé fliggvény inverzével trafézddik az x tengely

menten.

(0]

N W B~ O

-7 -6 -5 -4 -3 -2

-1 0

153



c)

f0): R—R; y={x/3}

b(): R—R;y=

frac(): R—R; y=

f()=

Ha eddig egy mondjuk piros ponttal jelzett yo értéket vett fel az xo helyen, akkor mit
kell bedobni a fliggvénykompozicidba, hogy ugyanezt az ,pirossal jelzett” yo értéket

vegye fol?

Azt az értéket, amelyre a belsé fliggvény xo-ad ki, ad at a kiilsé figgvénynek:
b~(xo)-t.

Konkrétan:

a belsd flggvény inverz fuggvénye: b™( ) : R—R; y=3x
ha xo-hoz a frac( ), vagyis tortrész { } fv. {xo}-t = yo-t rendel, akko

yo-t gyart. Vagyis:

igy haromszor akkora x-et kell bedobni a fii
flggvénybe, hogy ugyanazt az yo-t adja ki a fv. Vag elyen veszi fol
az yo értéket.

grafy()=

Osszességében: a belsé fiiggvény az x tengely mentén a kiilsé

fliggvény grafikonjat.

/N
\ /
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d) f(): R—R;y=[2x]
b( ): R—R; y= |

[6,]

int( ): R—R; y=
f()=

w

N

e) f{):R—R;y={-3x}
b(): R—R;y=
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f)  f(): R>R; y=|2x-5] \ A

b(): R—R;y=
int(): R—R; y= / A\
f()= \ /
7 \
/ A

g) Minden egyiitt: g( ): R—>R; y=—1,5-fr

b(): R—>R;y=
frac(): R—R; y=
k(): R=R; y= /\
f()= \ /
/N
\ /
/ N
'Y,
1.5
0.5
=
B 25 492 -15 41 -050 05 1.5 2 25 3 35 4
-05
-1.5




I11/5) Add meg a trafdt, illetve a trafébdl az a,b,c,d szamokat, ha: g( )=a-f(c:x+d)+b és
g()=~3-(x+5)+1

g()= %-f(x—3)—2

A 2
gl )= 3 f( 3 )+1

g( )=-2-f(2x-3)-4

grafg =EU%3)(x*23(grafy))

grafg(j= X% (x'= (y"=(grafy

111/6) Mj y linearis fv. meredekségével az a-val (ac R) torténd szorzas?
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IV. Intervallumonként linearis fv-ek folytatasa
IV/1) Oldd meg grafikusan is sy

a) 3|x-1|+2=x+5 7

b) |2x=3|=x/2+1
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IV/2) Tobb abszolut érték: grafikusan is
a) |x-1|-|2x-3|=-0,5
El6szor is vizsgaljuk meg, mely intervallumokra kell szétszedni a bal oldal fliggvényét.
Intervallumonkénti mo. - téréspontok keresésével:

y

-2 15 -1 -05

05 1 1.5 2 25 3

w

[2x=1]+|-1-

0.5 1 15 2

(-2}

(3.

w

N
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c) |x+3|>1+2
3

Vizsgdljuk meg grafikusan is!

d) 2-[sgn[x]|={x}-1

2-sgn )>-1)=]2x-3|-1



V. Szdmsokasag jellemzése — egy kis statisztika:

V/1) Tavolsagosszegek minimuma
a) Adott: a=-3; b=2. Kell az a szdm a szdmegyenesen, amelynek a két szamtdl vett
tavolsaganak 6sszege minimalis.
Legyen a keresett szam: x. Ekkor az ,,a”-tdl vett tavolsaga:
A ,b”-t6l vett tavolsaga:

Vizsgaljuk meg a kdvetkez6 fliggvényt, hol van a minimum helye:
f() :R—R; y=

Vagyis lathaté, hogy barmely
[ ;] intervallumbdl x-ne

Abrazoljuk: a;beR; f():R
Legyen pl.: a<b.
Ekkor:

Vagyis lathato, hogy a fliggvény a kovetkezé menetd:
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V/2) Szamsokasag jellemzése

a)

b)

d)

Definiciok

Egy dobdkockdval 20-szor dobtunk, s tablazatba foglaltuk, hogy melyik szamot
hanyszor dobtuk:

szam: 1 2 3 4 5 6

darab: 3 4 3 5 2 3

A tablazat alapjan a 20 adat névekvé sorrendben:
1,1,1,2,2,2,2,3,3,3,4,4,4,4,4,5,5,6, 6, 6.
Az adathalmazt mintanak is szoktuk nevezni.

¢ Terjedelem: A legegyszer(ibb mér6szam, amivel a szérddast, jellemezhetjiik: a
terjedelem. A szamsokasdg legnagyobb és legkisebb szamanak kilonbségét
terjedelemnek nevezziik. A fenti szamsor terjedelme: 5

e Atlag (szdmtani kozép): az adatok Osszege osztva az adatok szamaval. Jelen
példaban: (3x1 + 4x2 + 3x3 + 5x4 + 2x5 + 3x6):20= 3,4

e Moadusznak nevezziik a leggyakoribb adatot. Jelen esetben legtobbszor a 4-es
fordul el6, igy a mdédusz = 4. Ha lenne még egy adat, amiyszintén 6tszor fordulna
eld, akkor két médusza lenne az adathalmazunknak. Tehat moduszbdl lehet t6bb
is.

¢ Mediannak nevezziik a (n6vekvo vagy —néhacsokkend - ) sorba rendezett adatok
kozépsé elemét. Ha 21-szer dobtunk volna, akkor a sorba rendezett adatok
tizenegyedik eleme lenne a median. Most paros darab adat van, ilyenkor a két
kozéps6 adat atlagatthevezzitk mediannak. [gy most a tizedik és a tizenegyedik
adat atlagat kell kiszamolni: (3 +4):2 = 3,5.

A novekvé (v. €sokkend) sorrendbe tett szamok kozil: 2k+1 db esetén a k+1-edik
(a kozépsd), 2k db. esetén a k. és k+1. szamtani kdzepe (a két kozéps6 szamtani
kozepe).

Egy faldban 38-as labtol 42-es labig élnek az emberek. Egy szegény cipész csak egy
mérétet tud gyartani. Melyik legyen az? Médusz, Median, Atlag (szamtani kdzép)

[rjik felphogy melyik hénap az osztalyban a sziiletéshénapok médusza és medianja.

Péter matek jegyei: 4; 5; 4; 4;1; 2;5;3;1;5
Mekkora a terjedelem, a mdédusz, a median?



e) Irjuk fel: az osztdlyban tanuldk labméretének terjedelme, mddusza, medianja,
szamtani kdzepe.

f) Készitslink olyan 10 természetes szdmbdl allé6 szamadatsort, amel o6dusza 2,
medianja 3, 4tlaga 8.
Mo.:
1 2 3 4 5. 6 8 9

g) Allitas: Adott egy A szdmsokasag: eleme

Nem bizonyitunk, csak
Pl.: 5 db szam: —10;

m véletlenlil sem a szamtani
B15]

mig szamtani kozepe.: ........... 20

—38 —28 -i8 i8 28
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Masodfok a Pitagorasz-tétel el6tt

A masodfoku figgvény
I/1) Definicid és a parabola

a)

b)

Def.: Az f{ ): R=R; f(x)=ax*+bx+c (a;b;c paraméter; a#0) hozzarendelési szabalyu
fliggvényeket masodfoku figgvényeknek nevezziik.

Tétel: (11. osztdlyban kés6bb bizonyitjuk): A masodfoku filiggvények grafikonja
parabola, melynek tengelye parhuzamos az ordinataval.
A parabola

A parabola definicidja
Adott egy v vezéregyenes és egy Fe v fokuszpont.
Parabola:={Pe Sik|d(P;F)=d(P;v)}

Elnevezések:
F: fékusz (v. gyujtépont)
v = vezéregyenes V. direktrix
a parabola paramétere = p = d(F;v)
(ez tavolsag, adat)
tengely: a v-re merdéleges, fékuszon
athaladd egyenes: tengely
tengelypont v. csucspont:
tengely N parabola:
vezérsugar:
a fokuszbola parabola egy pentjahoz hizott szakasz;
illetve a pontbadl a,vezéregyenesre allitott merdleges szakasz.

\

A définiciobal kovetkezd'néhany alaptulajdonsag:
Tukrosia tengelyre
A C tengelypont felezi a fokusz és a vezéregyenes tavolsdgat.

Szerkesszink meg egy 1 cm paraméter(i parabola néhany pontjat.



1/2)

Az alapfuggvény és vizsgalata \

sqr( ): R—R; y=x. \

Dsqr( )= \

EY
N

Paritdsa: \

N
=)

Grafikonja: tikros az

Injektivitas: \

@

)

ZH: x=

Menet:

Intervallumok- helyek: ]—e0;0[

[0]

(Elgjel:)

Csucspont:

Lo

o3

N

o

(S, I

w

SN

= S




I/3) Trafdézzuk a masodfoku alapfliggvényt

El6szor jellemzés nem kell, csak tologassuk a koordinata rendszerben. A csucspontot és a
parabola dllasat érdemes figyelni!

Add meg a transzformaciot és a csucspont koordinatajat, ha az alap flggvény
hozzarendelési szabdlya: x—x?; .
illetve mondd meg a zérushelyek szamat! \ 8 |

g(x)=—x*+1 \i /
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1 2
XHE(X—3) +2 \ /
\ ool
\ ]
\ o/
y=—2 (x+2)%+3
6 5 -4 3 2 ‘10 4
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I/4) lJellemezd és abrazold
1
a) f():R—>R;x— - (x=3)%+2

Ds=

Trafé:

C( ; )

Alakja

ZH:

Menet:

R¢=

b) g():[-4;2]—R; X|—>3(X

' ;
' 1
' '
A A —--13 A e e o
| 1
1 |
1 |
s o e e B e A
| |
1 1
; |
B s o e e e ¥ B B R it S
| | | |
| | | i
] ]
S -----1-----1:--1-0- ----------------------
|
B s T T e « B R T A
|
'
——————————————————————— B R e e L
1 | |
1
|
| s | X ‘s "7' """ o sbe e s ledotal aas acemaa
|
|
=% al al ‘s “6‘ “““ A== A== -=-
'
'
———————— B B B B
|
1
e i by ‘i ':""4' """ aTTs==gT-- aTsss
|
;
'
I e B B e i e O
]
'
' ) ]
hl al hl ‘: "2" """ ATt aTTsT-
| |
| i
| i
bt (e TS o SESSL A T ‘1 """""" S e ': “““
i |
' |
| |
T — -
-4 -3 -2 10 1 2 3
|
it Fal T P et ¥ e ‘:"‘1 """" i Saaacce = e
S es——— aT=== A 1“'—'2" “““ A== aT==== aTs===
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c)

ird fol, hogy milyen transzformdcidkkal jutunk el a graf(x?)-t8l a kovetkezd
hozzdrendelési szabalyu fliggvénye képéig. Add meg a csucspont koordinatajat, az
allasat és azt, hogy van-e zérushelye, és ha van, hany zérushely van!

y=—3(x-2)>-6

2
y=—2(3-x)"+1
5
y=(2x-1)?
1
y :—3(EX+4)+7

ird fol azt a 2. foku fv. hozzarendelési szabalyt, melyet a.kdvetkezSképpen kaptunk x?
fv. grafikonjabdl. Add meg a csucspont koordindtajat, az\allasat és azt, hogy van-e
zérushelye, és ha van, hany zérushely van!

Ev(0;3)(X7u:—O,3(Ev(—S;O)))

Ev(O;—Z)(XX=3( Ev(2;0)))
Ev(O;—l)(Xk=—1/3( Ev(—2;0)))

Vegyiik észref hogy (ax)’=a(x)’, vagyis az y tengelyre térténé merdleges affinitdsu
képe megegyezik egy x tengelyre térténd meréleges affinitdsu képpel.

I/5) A csucsponti egyenlet

a)

b)

irjf6l egylolyan lefelé nyilo parabola grafikonti masodfoku fv-t, melynek:

C(-1;6), és lefelémnyilik:
€(3;-2), és felfelé nyilik:

A parabola csucsponti egyenletének altalanos alakja

a#0; a(x—u)?+v (Vigyazat, az u és v lehet pozitiv, 0, negativ) = C(u;v)
a>0= minimum hely: u, minimum érték. v

a<0= maximum hely: u, maximum érték. v

Pl:  =3(x-2)>+4 u= v= C( )
% (x+5)>-3  u= v= C( )
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c) A ,csucsponti egyenlet” konkrét példakon.

f():[0;3]—R; XH%(ZX—2)2+1

Ds=

Trafé:

o ; )

Alakja

ZH:

Menet (szélsGértékek!):

Ri=

g( ):[-5;0]—R;

—
E
N~

[T

Menet (szélsGértékek!):
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A négyzetgyok és a négyzetgyok figgvény

II/1) Bevezetés, definicid és példak
a) Adott teriiletl négyzetek oldalhosszai 2

b)

Egyenl6szaru derékszogl 4, két befogdja: 1-1 egység.
Az dtfogdra emelt négyzet terilete:2. L (L SRR
Mekkora lehet ennek a négyzetnek az oldala?

Az a szam (ha van olyan) amelyet ha négyzetre emelek, 2- ! A

6t kapok

Tudjuk, hogy ha xi1<x; és x1;x2€ Ro"* = x12<x22.

oldal hossza
1 <
1,4 <
1,41 <
1,414 <
1,4142 <
1,41421 <
1,414213 <

szamot jelenti, amelynek a négyze

Szerkesztés

elekkel:

oldal
oldal
oldal
oldal
oldal
oldal
oldal

oldal hossza terilet

< 2 = 12 <
< 1,5 = 1,42 <
< 1,42 =

< 1,415

< 1,4143

< 1,41422

< 1,414214

| a kovetkez6 négyzet teriilete igy: 5 egység, vagyis az oldala: /5
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Nyilvan tudnank igy pl \/g hosszu szakaszt szerkeszteni. \/7 -etis!!!

V2;43;34;4/5;: V6547

De ugy is lehet pl. \/g -at szerkeszteni, hogy 2x2-es derékszogdl hd

c) Def: Valamely nemnegativ valés szadm négyzetgyoke a
nemnegativ valds szam, melynek négyzete az eredeti szam.

aeR' = JE :=ce R*9_Cc’=a

\ 4

argumentumot megkapjuk?”

A kérdése: ,Mit kell négyzetre eme

Pl:J9=3 2,25

d)

\0,36 = mert =0,36

V200 kb. mert kb. 200

43,1)2 -

—

\J17° = 178 =
57600 =+/2.3%.5% = J26 3% 112 =

Vegyiik észre: a négyzetgyok ,lefelezi” a kitevot!
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J30=
J0 =0 mert 02=0
V-4 értelmetlen (szdmunkra), mert barmely valds szam négyzete nemnegativ.

-\2=-1,4142...

W= mert =(-75)%.

J2° = mert =28,

Vs = (-5)" = Ja* =

2 = 10° = J0,000001 =

A NEGYZETGYOK LEFELEZI AZ ALATTA TALALHATO ARGUMENTUM KITEVOJET”
Rogtdn kérdezhetnénk: ha (—2)*=4 és 2%=4, akkor /milyen alapon szGkitjik le a
nemnegativakra? Mert valamelyikre le kell:
Ugyanis ha hétfén: \/Z=2

majd kedden: \/Z=—2

szerdan adjakéssze Sket: 2x/Z =0 stb.

Még most tisztdzzuk:

Egyenlet: x?=4 Mdiveletv/4 =?
Ennek az egyenletnek Ez egy mivelet elvégzése
két megolddsa van Egy mUveletnek egy végeredménye lehet:
=0 Ja=2
(x=2)(x+2)=0
X1=2,' X2=—2

Még egyszer: egy mivelet lehet nem injektiv: (-2)2=(2)2.
Egy egyenletnek lehet két megoldasa. (Isd. el6bb)
De egy miveletnek csak egy eredménye lehet.

Irracionalis szamok: azok a szamok, amelyek nem irhatok fol két egész szam
hanyadosaként. Az irraciondlis szamok csakis végtelen NEM szakaszos tizedestorttel
irhatokifel’/ kozelithet6k meg barmely pontossaggal.

R

- “

Q




11/2) Azonossagok, szamitasok

a) a;b203m=x/a-\/z

Biz.: Mindkét oldal négyzete, majd felhaszndlva a szorzas kommutativitasat és
asszociativitasat!

Pl: \/3:/5 =
Gyakorlasa

J28.J63 =

/14400000000 =

Kiemelés a gyokjel aldl

/18-
J160 =

Vegylk észre: pozitiv szamoknal:
Ja* = hiszen =a%.

Mi van akkor, ha az ,,a” negativ?

200 =

Mindig ilyen legyen a végeredmény!
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b) Hatvényozas

d)

V3373 23 232323 -
(V6) - (6
(Vi3 - (Vi3] - (
(Vi3) - (Vi3)"- (

Melléktanulmany: A \/E irracionalitasa

Il
—_——
Y
N —
(9]

Il

A racionalis szamok azok, melyek felirhatok két egész hanyadosaként. Pl.: c De

megmutathatd, hogy nincs két olyan egész szam, mely ha

a>0; b>0 = \/Ezﬁ.
b b

Biz.. Mindkét oldal négyzete, felhasznalva a 2 és
asszociativitasat!
9

4
Mindig ilyen (gyoktelenitett nevez(¢

N
[00]

[ole}

4/0,00000324 =

2,125 =
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e) Alap gyakorlatok:

VX =2x+1=

Mikor igaz: Vx* —8x* +16 =4—x*

1
28 = 180

98
V27000 = 4/0,00005 =
V16-48-125 =
V1,69 =

/1024 243
343-250

k‘

nalhatsz gyokos kifejezést!):
3x>-16=

x2+5=

(5-3v2)(5+3V2) =

(4/18 - 5150 +3+/98 ) 242 =
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(58 +45)(345-8) -

(V343 +/285 +1/175 + /125 )(v7 -5 ) =

(V3-8 025 -

(ii) végezd el
(V35 -2)(45+) - (5-2) -
(23-3) - (- 8) 2.’
(2\/6—\/E)2= (V15 2

Erdekesség: \/3+22 =

\ 4

J7+43 =
V14645 =

Nz +8 \Naa s =

2

(VY3 -9 + B3 19 )

177



11/3) A nevezd gyoktelenitése

BGvitsd Ugy, hogy ne legyen a nevezében gyok, vagyis ,,gyoktelenitsiik a tort nevezdjét”

14 15 _
2 23
221 1
Jia J2-1
N 6415
2-7 7-3J5
6V15 _ _sv6 _
NCENGE 3V2-243
N
J18—12

I1/4) Az inverz figgvény képe az eredetihez képest

Legyen f( ) invertdlhato.
Legyen adva egy f( ) fliggvény grafikonjanak

any pontja:
A(-1;-2) B(0;1) C(2;5) D(4;4) E(6;7 ;8

)

A B G

X -1 8

y -2 8
Rajzoljuk fol az f( ) és az
f1( ) fuggvény grafikon /
pontjait.

/N
Gondolkodj
Yy

2. mindenképp .cooevvevveeiie e, B 2 Jio T s
transzformaciénak kell lennie -

Haromszogekkel latszodik:
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Rajzold meg az abran lathato grafikond faggvény |« A | | f i 0

inverzének a grafikonjat:

' |
777777777777777777777777777777777777
| |

----------------------------------

f( ):R— R; y=—x/2+1

II/5) A négyzetgyok figgvény

a) Azalapfuggvény

sqrt( ):R*o— R*o; x> /.
Lathatd, hogy ez a fliggvény a kov
sqr( ):R*— R+o,

.........

______________________________

_________

.................

Menet tablazat

Injektivitas:

Rv=

Alakja:

A csucspont koordinatdja: C( ;)
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b) Trafézzuk az alapfiggvényt: sqrt(): R— R; x—>~/x
f():R>R; x—» -2/x+3+1

D=

(:f?

N

Négyzetgyoknél az
értelmezési tartomany
keresése mindig:

A négyzetgyok argumentuma:

Trafo:

C( ; )

ZH:

Menet-tablazat

Alakja:

re-emelés nem ekvivalens atalakitas:
2_ 2 . z . .. 7
a°=b“ de visszafelé nem igaz a kbvetkeztetés.

egyenletet! Emeljik négyzetre a kovetkez6 egyenlet mindkét oldalat:

Vx =(x-2)
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Trafo:
C( ; )

ZH:

—_

U
N

Menet

any: randa dolog, Ujra egyenl6tlenségek

négyzetgyok argumentuma nem lehet negativ, tehat egy négyzetgyokos
rtelmezési tartomdanydnak vizsgalata altaldban egy egyenlGtlenség

2x—3 NP
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lll. A masodfoku egyenletek altalanos megoldasanak el6készitése

/1) ,Teljes négyzetté alakitas”

2. fok: el6sz6r ha kell, egy oldalra rendeziink...
x>=2x-3=0
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2X*-7x-4=0

—3x>-4x+1=0

X*—6x+25=0

—6x24+7x-2=0

1] gyazat, négyzetgyok jon be!

184



2x*+7x-15=0

3x+— =6

(2x=1)(2x+3) = 2

x2+13x-21 =

9
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7-2x = 2x%4x

2x—-1 5x-4
x+2 3x+2
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. Polinom alakban megadott masodfoku fliggvények abrazolasa

CSUCSPONTI EGYENLETRE ALAKITAS.
Adjuk meg a kovetkez6ket: Trafd, C(x;y), allas illetve hogy van-e zérushely!
Nem oszthatunk le, csak kiemelhetiink!

Cél: a(x—u)?+v Ebbdl l1atjuk a transzformacidt. Vagyis csak az elsé két tagbdl emeliink ki...

f( ): R—=R; f(x)=x*+3x—4

g(): R—R; g(x)=2x*>-x-15

f(): [0;10] —R; f(x)=—2x*+4x+12

e f():R—-R;f(x)= —gxz +5x—-2

187



—1/4 x*+2x=5

brazoljukis: h(): [0;6]—>R; h(x)

s

A

1 1 ) 1 1 1 1 ! 1 1 ! 1
| | | | | | | ' | | | |
1 | | | | | | ' | | | |
1 1 1 1 1 1 1 ! 1 1 ! 1
' 1 | | | | | | ' | | | |
| P R —— [ - - Fm———— be———— [ — ———— B e Sy
ll 1 1 1 1 1 ) 1 ! 1 1 1 1
| | | | | | | | ' | | | |
1 1 ) 1 il 1 1 ! ! 1 ' 1
! | | | | | | | ' | | | |
| | | | | | | | | | | |
| e i a----- To---- re--== === ----- R e e e B i
| | | | | | | | ' | | | |
-1 _ | | | | | | | | | | | |
1 1 1 1 1 il 1 1 ! 1 1 ! 1
| | | | | | | | ' | | | |
| | | | | | | | ' | | | |
| R i AT === To---- r----- r===== === it R B Bt T re---= =
' | | | | | | | ' | | ' |
[ ittt Rt it Sttty | | | | | | | | | | | |
i i ' I I 1 I Il 1 ] ' I Il i Il
P y L I R N N
! ! ' - T T T T T T T T T
R S N e L ¥ o o v o o o ¥ ®
1 1 i I Il 1 i 1 1 I il il il il
| ' ' | | | | | | | | | | | |
' ' ' J O S Sy RN S, [ I [ I o Y Y SO L
P oo Lo | i T T T T 0 | | 1 T T T
' ! ' | | | | | | | ' | | | |
! ! H I 1 ] Il 1 ' I i i i i i
| | | | | | | | | | ' | | ' |
! ! ! J J i L L L L N__ i i L L
._ 4= d----- i | | | | | | | h | | | | |
| | | ' | | | | | | | | | | | |
Il Il i i I Il 1 i Il 1 i i i i i i
| | | | | | | | | | ' | | | |
| | | | | ' ' 1 | | | | | | ' | | | |
‘ . . . - - R R — [ PR [F PR — R ——— [ — [E— |nl4_v|||L ||||| Ao R RN [
1 | | | | | | | | | ' |
N - O+~ N & F o i i ' i i ] i | i i | i
“ " "_ "_ "_ "_ "_ | [l ' i | i | ' | | | |
! ! = ' ! ! : i | 1 | | 1 i i i | i i
“. ". I " .“ .“ ." _+ e ———— A ———— dm———— m———— bm———— b————— P 14_n||.. ||||| dm———— dm———— bem———— -
| | I I I ' I | | i | | | | | | | ' |
' ' ' ' . ' ' ' ' ' ' ' ' ' '

Zxt+x=2

1
3

f(): R—>R; f(x)=—
Abrazoljuk: f(): R—R;
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Ismétlépéldak

o (Vo-+10)-

e Abrazold, jellemezd: f( ):[-2;1] —R; y=—3x*+2x+5
2

o (V2i5 V3 + oo -5 -

18x+2 15x+1

x—4 x+5
e Definidld a parabolat!

36 —/32
V27 -8
) \/a3+2—a—2a2
e a +2a-3
2x* -8 3x=2_ 5
X +dx+4  x+5  x+5
e Jellemezd, dbrazold: g( ):[-1;3] —=R; y=—2x%/3+x+2

. (\/14—6\/5—\/14+6«/§)2=

x—4+ I6x  x+4
x+4 xX*—16 x—4
6

o ——12=2x
3

. (JE_JE)2=

e Jellemezd, dbrdzold a

=3 Mo.: x==1/2

e GyoOktelenits:

e Oldd meg:

0;1)(x7»=-0:25(E¥(47°)(grafx2)))

Hozd egyszer(bb a

4
e Abr. ésjellemzed: f(): R—> R; x> —3v2x+5+1
x’ x+2 6
4—x° - 2—x x+42
o Jo-45-\9+45=?
e Add megazET-t: V12 — x?

e Jellemezd, dbrazold: g( ):[-1;2] —=R; y=—3x*+2x+2
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X +3x+2 -4 2

2x* =2 _x2—2x T 3x-3
(Vi2-Vi8-V6)

e Hozd egyszer(ibb alakra: /8 — 24/15
e Abrazold, jellemezd: h(): [0;6]—R; h(x)=—2/3 x*+2x+3=0
e Add meg azt a fv-t, mely képe: EV(02)(x}=-0.25(EV3:0)(grafy,)))

‘9\\’

Szerkesztette: Vizhdnyo Zsolt Sch.P. ©
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