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Geometria A: Alapok, ponthalmazok, helyzetek

I.  Alapfogalmak, alaptételek, gorog betlik, jelolések
I/1) Alapfogalmak - amiket nem magyardzunk: pont, egyenes, sik
I/2) Gorog betlk
o (alfa), B (béta), v (gamma), & (delta), € (epszilon), C (zéta), m (éta), O (théta),
1 (i6ta), ¥ (kappa), A (lambda), u (md), v (nG), § (kszi), o (omikron), T (pi), p (ro),
o (szigma), T (tau), v (Upszilon), @ (fi), x (khi), v (pszi), ® (6mega)

2 A 12 [¢) 7
[N yv__{d & . -7 L 2 A
{ a = /

oA 5,B ~T §A e(e),E ¢Z 2,H 6(©)0 4,1 5K MA
alpha béta gamma  delta epszilon dzéta  éta théta i-6ta  kappa  lambda

JL o) [0) L i [
) /
I P 2y T v, T é (), @
pi rhé szigma tau Gpszilon phi

irjuk le kézzel is Sket (ceruza!)

AA M N €2 0,0
ni  kszi omikron

«A BB T &6 e(€),E (2

n,H
alpha béta gamma  delta epszilon é

ta

lambda mi

¢(ehe  xX  $7 w,Q
phi khi pszi émega

1/3) S 3|tetés Venn-diagrammmal) - Lasd ,Algebra B”

Def ={xe A|xe B}
A és B halmaz metszete halmaz, mely elemei ,azon elemei A-nak, amelyek B-nek is elemei”.
(Pontosan azok (azok és csak azok) az elemek, amelyek mindkét halmazba beletartoznak.)

{1;2;3;4,5} n{2;5,7;10}=
{1;2;3;4,5} n{7,10;15}=
{1;2;3;4,5} n{2;3;4}=




Pl.: Ha az osztaly didkjai az elemek, akkor a két osztaly metszete lires halmaz
pl.: A=az osztaly 160 cm-nél magasabb tanuldi, B=az osztdly szemiiveges tanuldi: ez esetben a
metszet mar nem (lires halmaz altalaban.

Def.: A és B diszjunkt < ANB=J
Pl.: A7.a ésa 7.bosztly.
BNA ={xeB|xe A} igy: AmMB=BNA

AUB: két halmaz unidja: az dsszes olyan elembdl allo A
halmaz, amelyek vagy az A-ba vagy a B-be beletartoznak

(akdr mindkett6be is) és mas elemek nem tartoznak bele!

(Vagyis ,legalabb az egyikbe” beletartoznak)

Pl: két osztaly unidja;
v.: repllni tudok és kétlabuak unidja: ember, légy, sas

PL.: {©;%;3;00U{©; *;3;7;12} = {

—

Szamoljunk:
A=szemiivegesek — 15 f6
B=sz6kék — 10 f6
Aki sz6ke vagy szemiiveges: 19 f6
Hany olyan van, aki mindkettd, és hany aki csak ez v. csak.az?

Halmazok kivonasa: Def.: A\B s{xe A|x&B}

»A minusz B egy halmaz,/mely elemei
»,azon elemei A-nak, melyek nem elemei B-nek”

Pl.: {1;2;3;4;,51\{4;5}= { }

Vigyazat: olyat'is ,,elvehetek®, ami nincs is benne:
{1,2;3;4;5]\{5;6} = { {1;2;3;4;5]\{8;9}=
{1,2;3;4;51\{0;1;2;3;4,5;6,7,8} = {

Add megssatirezassal:(ceruza-radir!!!)

‘
(AUB)\C A B (ANC) UB A@B
C
A‘ :B
C

C

ird ala a satirozott megadasat! A
A B B



I/4) Alapvetd jelolések a geometridban

a) Pontok: Az abc nagybetdi: A,B,C,D,E,F ...,
egyenesek: abc kisbetdi: e,f,g,h, ... szakaszok: a,b,c,d... Sik:S,S1,5>...

b) Pontok, szakaszok indexelése: A1; A; ... An.
Pozitiv koriljarassal (6ra jarasaval ellenkez6).

c) Egyenesek, szakaszok

egyenes, félegyenes: elnevezésik
szakasz, nyilt, félig nyilt: elnevezésik

e —egyenes

f —félegyenes (zart félegyenes)

g — nyilt félegyenes

a — szakasz (zart szakasz)

b — nyilt szakasz

c —félig zart szaka
(v.: félig nyilt

Rajzold |

gel kapcsolatos elnevezések
i, csucsai:
is pozitiv koriljarassal!

Haromszog szogei (kés6bb bizonyitjuk):
A haromszog bels6 szogeinek 6sszege 180°.

irj be minden adatot
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I/5) Haromszog nevezetes vonalai, pontjai

a)

b)

Oldalfelez6 merélegesek < kordlirt kor kozéppontja

Tétel: A-ben az oldalfelez6 meré6legesek egy pontban metszik egymast. Ez a A koré irhato
kor kozéppont;ja.

Figyelem: A haromszogon kivil is metszhetik egymast!

Rajzold le ujral

nesre bocsatott merdleges.
elul, k&vagy épp egy oldalon.

pontban (M) metszik egymast. (Ez
ival, vagy ha derékszogl: akkor

épp a derékszogl csucs!

C




c) Sulyvonal < sulypont
Def.: Haromszog sulyvonala csucsot a szemkozti oldal felez6pontjaval 6sszekotd szakasz.

Tétel: 4-ben a sulyvonalak az oldalhoz kozelebbi harmadoldpontjukban metszik egymast,
amely a 4 sulypontja - jele S.

Rajzold le ujra. AB= 8 cm

d) Szogfelez6k <> a beirt kor kozéppo

metszik egymast. A koz¢
beirt kor kozéppontj

11
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TETEL: KOR ERINTESI PONTBA HUZOTT SUGARA MEROLEGES AZ ERINTO EGYENESRE. (Kort
érint6 egyenes: melynek csak egy kdzos pontja van a korrel.)
Rajzoljunk egy korhoz egy pontjaban érintét!

e) Kozépvonalak: Def.: A hiromszog két o anak felez6pontjat Osszekotd szakaszt a

haromszog kozépvonaldnak nevezziik.

Tétel: Akdzépvonala parhuzamos a dik oldaldval, és hossza fele annak.

meg, hogy a legnagyobb oldalbdl és a masik két oldallal parhuzamos két
kozépvonalbdl nem lehet haromszoget szerkeszteni!



I/6) Nevezetes haromszogek

Derékszogi A: Két befogdja van (a derékszoget bezardk) és egy atfogdja.
Alapvetén az atfogdt jeldljik c-vel! irjuk be a szégeket gorog betikkel!
Rajzolj mellé egy masikat, ne pont ugyanilyet!

B

o

Egyenl6oldalu A.: Oldalai egyenldk, szogei egyenl&k
Szerkessz mellé egy 6 cm oldalut! ird be a szogeit!

haromszog szogei 90° — 60° — 30°; és a rovidebbik

13



Az egyenlGszaru haromszog: alap, szarak.

Monddka: az egyenlGszari haromszog szarai egyenl6k és az alapon fekvé két szoge is
egyenld. ird be az adatait!

Szerkessz melléjik egy harmadikat!

/\

Gondolkodtaté: egy egyenl8szaru A egyik szoge 40°. Mennyi a masik?

»Egyenloszaru-derékszogli” — , félnégyzet”...

Monddka: az egyenl6szaru derékszogli haromszog szogei 90° — 45° = 45°; és a két befogoja
egyenl6 hosszu.

ird ra az adatait! Egészitsd ki egy négyzettél

Szerkessz mellé egy 6 cm atfogdjut, ami a',,hasan” fekszik.

Mutasd megshogy egy ilyen hdromszog barhany 2; 3; 4; 5 ...; nem szlikségszer(in egybevagd
egyenl8szart derékszogli haromszogre darabolhatd!

I/7) Egyéb fogalmak, elnevezések
a) Egyéb alakzatok elnevezései:
Csucsok, oldalak, szogek:

FAB=A =q=FAB_.

14



b) Tavolsag: d(A;B)=5 cm; d(e;P); d(e;f)
Két pont tdvolsaga: d(A;B)=az A és a B tavolsaga.
Pl.: d(A;B)=5 cm
(a,d” a ,distancia” = tdvolsag, koz (térkodz) szé6bdl van)
Rajzold fel!

Pont tdvolsaga egyenestdl:

Pee =
d(P;e)= az egyesen taldlhato
merdéleges vetilete (talppontja) és az
eredeti pont altal meghatarozott
szakasz hossza: d(P;e)=d(P;P’)

Pee = d(P;e)=0

Rajzolj fel egy masikat,
és mérd le a tavolsagot!

c) Parhuzamossag, merolegesseg, sz0
a || b az,a” ésa,b” egyen
Két parhuzamos egyene
mellé egy masikat, rajzol

ak tavolsaga a masiktdl. Rajzolj

mos: S1 || S, Pl.: a padld és a mennyezet.

er6leges egymasra. Rajzolj mellé egy masikat!

9

= 90°

S11S, Az S1 és az S, sik meréleges: pl: padlo és az oldalfal.

15



elif: az e és f nem parhuzamos, vagyis (ha egy sikban vannak) metszik egymast.
Rajzolj ilyet! Mérd le a szogliket és ird is be!

ABC , vagy masképp: ABC. vagyis az ,,ABC sz6g”. Ilyenkor a sz6g csucsa mindig a kozépsé
jell pont. ird fél a B-t és y-t igy is!

II. Sikidomok, konvexitas, szogek, alakzatok
II/1) Definicidk: Sikidomok, konvexitas, szogek, alak
a) Asik pontjainak egy halmazat alakzatna

(i) Lehetnek: korlatosak
Nem korlatos: pl. félsi

16



[1/2) Konvexitas
a) Def.: Konvex alakzat: barmely két pontjat 6sszekot6 szakasz minden pontjat tartalmazza.
Konkav: ami nem konvex.

konvex konkav
Rajzolj egy konvex és egy konkav alakzatot!

c) Def.: Alakzathoz tartozé konvex burok (kezdetleges definicio): Az ay, legszikebb” konvex
alakzat, amely az eredeti alakzatot tartalmazza.

Gyakorlatilag ugy kell elképzelni, hogy az alakzatra = egy
bef6ttesgumit feszitlink, és a bef6ttesgumi alakja a
konvex burok.

[1/3) A radian —ivmeérték
Ha egy egységsugaru kor kerlletére | felfeszitink egy s hosszusdgl madzagot, akkor a
kozéppontbdl tekintve azt latjuk, hogy mekkora sz6ghen tudtunk elfordulni a kezd6ponttdl. A
madzag hossza pedig (egység sugaresetén) az.a hossz, amit ,radidnnak” neveziink.

Ha egy sugdrnyi madzagot:mériink fel, az kérulbeliil57,3° elforduldst jelent. Ha egység hosszu
sugdr esetén kb. 3,14159 egység hosszu madzagot tekerlink a korre, az lesz 180°, vagyis fél
koriv. Ez a 3,141592653589793238462643383 (és még végtelenségig folytathatnank) szam
jele, hogy konnyen irhassuk: 7.

Olyan ez, mintha mar unnankimondani, hogy 314,159 Ft, hanem azt mondanank, hogy 1€. igy
konnyebb azt mondani, hogy 2€, mint azt, hogy 628,308 Ft.
vagy, mint azt. hogy 209,439 Ft ami 2/3 €.

a =60°
e v

o ivmérték: 1.05 radian
a befutott palya

aranya a sugarhoz
5.24

oC

A megfigyeld “forgasa” a kozéppontban

17
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a) Egy egységsugaru korre tekert piros madzag — szinezd be a madzagot pirossal!

[I/4) Szog: az elforduldas mértéke

adott pont a szog csucs
a sikot két szogtarto

, konkav szog
o <180° > 0<x=<m
0°< o0 <360°< T<x<2T

c) teljesszog
360° “ 27 radian

d) nullszog (konvex)
0° o 0 radian



e) derékszog (konvex)
Az egyenes-szog fele
90° — 7t/2 radian (~ 1,570796) o] »

f) hegyesszog: nullszog és derékszog kozott (konvex)
0°<0<90° > 0<x<Tm/2

g) tompaszog (konvex)
90° < B < 180° & TW2<x<TW

h) Konkav szog

180° <y < 360° « M<y<2TW

11/5) Szogek rajzolasa szogmérbvel és szogmérs nélkiil

120°-0¢ oget el6szor csak egyenes
6vel pontosabban, és oda

Rajzolj fel egy-egy 20°-os, 40°-o0s, 75°-0s
vonalzéval, ird bele, hogy , kb 20°” stb.; majd aldjuk szog
is ird be a nagysagokat.

) ) . 2 3
j akkora szoget, ly ivmértéke: m/3; gfr illetve Zﬂ'

19
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11/6) Szamolasok szogekkel
a) o+P=70°és 2a—P=56°. Mennyi o és 3?

b) Egy haromszog szogeinek ardnya 6:2:1. Mekkordk a szogek?

11/7) Az elfordulas

Az elfordulds lehet pozitiv, negativ.
Az elforduldst iranyitott szoggel jellemezzi Pozitiv: @ :

‘ Negativ: @ :

Oramutatd jarasaval ellenkezd Oramuta asanak megfelel§

akkor a radidn is, vagyis a hanyadosok megegyeznek.

IT < 180°
2/511 < 72°

hanyadosok megegyeznek.”
,Hanyszorosara valtozik egy sz6g?":
A hanyadosuk mondja meg, hogy hanyszorosukra valtoztak.

IT <> 180°
II/8 <> 22,5°



b)

11/9) S

T <> 180° T <> 180°
X <> 60° 3/A1 < x°

Szamoljuk ki

15 fok hany radidannak felel meg? 1 radian hany foknak felel

380° fok hany radidnnak felel meg?

1,31 radian hany fok

el meg: adiannak felel meg?

egybe, sem egyik élre sem.

: X A
@b &

Egyszer( sokszogben: c=e és V¢ -hez 2 e tartozik (c=csucs e=él)
vagyis a csucsok és élek szama egyenld, és minden csucshoz két él tartozik.

okszog: olyan 6nmagat nem metsz6 zart torottvonal, amelynek csicsai nem
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b) Sokszoglap <> sokszog

A sokszdg alatt a csucsokat és az éleket értjuk.

Ha hozza tartoznak a belsé pontjai is, akkor azt sokszéglapnak hivjuk, vagyis olyan, mintha
egy papirbdl kivagnank.

Szabdlyos sokszog: szdgei, oldalai egyenlSk. Ugy kell elképzelni, hogy a kor kdzépponti
teljes sz0gét n egyenld részre bontjuk...

irjuk be a szabdlyos sokszdg egyik szogébe annak nagysagat, és a kdzépponti szoget is! (Arra
a kozépponti szogre lesz a kozéppont koriil forgadsszimmetrikus!)

A kozépponti szoget osztassal, a szabalyos sokszog szogét pedig a kbzéppont
egyenlészaru haromszogek szogével szamoljuk...

: nagyon szépen lehet kozeliteni a kort ilyen sokszogekkel.

Feladat: egy szabdlyos sokszog kozépponti szoge 15°.
Hany fokra ,forgasszimmetrikus” és mekkora a szabalyos sokszog szoge?



d) ncstcsu konvex sokszog: A; A

| N

Ay |

Elei v. csUcsai: 7
kerilete: aj+ax+..+a7 v

atloi:
1 csucsbol huzhatdé atlok szama:

7-3=4
0sszes atlo szama:
7.4
— =14
2
Hany db. haromszogre bo Osszes atlo:

n—3+1=n-2

Bels6 szogek 6
A hétszogné

tl6 n—2 db. hdromszogre bontja a sokszoget: és ezek szogeibdl
ogei, vagyis:
A belsé6 szogek O0sszege: (n—2)180°.

kiils6 szogeinek 0sszege: n-180°—(n-2)180°=360°.
ez ki?

ogy is

23
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11/10)

a)

Gyakorlas: atlék szama, belsé szogek 6sszege

Nyolc csucsu konvex sokszognél tegyik meg ez el6z6 szamolasokat!

Ay

A konvex nyolcszog atldinak a szama:

Ahhoz, hogy 6ssze tudjuk szamolni, hogy hany atléja van egy kenvex nyolcszognek, el6szor

meg kell kérdezniink magunktdl, hogy:

SHANY QIO e e

Tehat atlé huzhato.

8 csucs van, ezért 0sszesen: atlo'van,

mert minden atlot

A konvex nyolcszog belsé szogeinek 0sszege:

Egy csucsbdl hdzott atlok'szama:

Ez 6sszesen db. haromszogre bontja a nyolcszoget, melyek minden szége

hezzajarul a nyolcszog bels6 sz6gosszegéhez:

+180°=

Egy konvex sokszog egy csucsbdl huzhatd atldinak a szama 9. Hany oldalu a sokszog? A

visszakeresés legtobbszor egyenletfelallitas”.



c) Hany oldalu a konvex sokszog, ha a belsé szégeinek 6sszege 1980°?

Mo.:

A bels6 szogek Osszegét Ugy kapom meg, hogy egy csucsbdl az onnan huzhatd atldval
foldarabolom a sokszéget haromszogekre, és az 6sszes haromszog 6sszes belsé szoge adja
a konvex sokszog belsé szogeinek 0sszegét.

Hany csucs van? Nem tudjuk, tehat tudjuk: n

d) Egy konvex sokszognek 27 4tldja van. Hany oldalt a s

e) Adott két konvex sokszog. &s 130-cal tobb atléja van, mint a

masiknak. Hany csucsuk

oinak szama 84-gyel kevesebb, mint egy kétszer annyi csucsunak. Hany

25
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g) Hany atldja van annak a konvex sokszognek, amely belsé sz6gosszege 2340°?

h) Egy sokszognek 77 atléja van. Hany csucsa van?

i) Hany oldalt az a sokszog, melynek 10-szer annyi atléja v

\ 4

i) Egy konvex sokszégnek 1
Hany csucsuk (oldal

b atléja van t egy kétszer annyi csucsunak.

g belsé szogeinek 6sszege 1620°. Hany oldala van?

[) Egy 20 f6s tarsasag taldlkozik. Mindenki mindenkivel koccint. Hany koccintds torténik?



m) Egy sokszognek 65 atléja van. Hany csucsa van?

n) Egy sokszognek 23-mal tobb atldja van, mint a nala 2-vel kevesebb csuicsun any csucsa
van?

0) Haegy sokszog cslcsainak szamat eg

, akkor‘tédével és még kettével tobb
atléja lesz. Hany csucsa volt kezdet

a_A_2 8 haromszogek egybevagosaga.ggb
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... két haromszog egybevags: ABC4 = A'B'C'4
(alajuk, ha lehet, mas adatokkal ird oda az egybevagdsagi esetet)

< ha oldalaik hossza paronként egyenl6k

&< a=a’, b=b’, c=c’

& két-két oldaluk hossza paronként és a kozrezart szoguk is megegyezik

& a=a’, b=b’, y=Y (v. b=b’, c=c’, a=ar’)

& egy-egy oldaluk hossza és a rajta fekvd két szoglik paronként megegyezik

& a=a’, B= B, y=v

< két-két oldaluk hossza paronként, és a nem kisebbel szemkoézti szogiik megegyezik.

& as<hb, a=a’, b=b’ és B=B'. (v.: b2c b=b’,«c=c’ és B=f')

Ha a kisebbikkel szemkozti szoget adjak meg,
akkor a két haromszog nemmbiztos, hogy
egybevago.

Mi is az egyértelmd szerkeszthet6ség?

... az ABC, egyértelm(in‘szerkeszthets, ha meg van adva:
3'oldal,

két oldal és a kozrezart szog,

egy oldal és a rajta fekvé két szog,

két oldal és @ nem kisebbikkel szemben fekvé szog.

Ez.azt jelenti — gyakorlatilag ugyanaz, mint az egybevagdsag — hogy ha valaki megadja egy
Haromszog harom oldalat: a=5 cm; b=6 cm; c=7 cm, akkor a vildagon barhol, barmikor
szerkeszt valaki egy ilyet, egy masik ember szintén ezekkel az adatokkal szerkeszt egy ilyen
haromszoget, akkor az a két haromszog teljesen ,egyforma” lesz, vagyis egybevagodk
lesznek; ,egyértelm(” a szerkesztés.

Vagyis a megadott oldalakkal, sz6gekkel csak egybevagd haromszogek szerkesztheték.



b) FEJBOL TUDANDO PELDA az egybevagdsaghoz:
Mutasd meg, hogy az egyenl6 szarui haromszog alapon fekvé két szoge egyenld.

Tétel: Az egyenl6 szaru haromszog alapon fekvd szogei megegyeznek;
illetve az alaphoz tartozé magassag, oldalfelez6 merdéleges, sulyvonal és a vele szemkdzti
sz0g szogfelezbje azonos, mind ugyanaz a szakasz.

Biz.:
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11/12) Nevezetes haromszogek, szogek
a) 60° 30°: Egyenld oldalu hdromszog, és a magassagai - félszabdlyos A.
Szerkesszlink egyenl6-oldalu A-et!

,Felezzik el” az egyik csucsabdl:
Még nem nagyon tudunk szerkeszteni, de vonalzéval megfelezziik az egyik oldalt, és a
szemkozti csicsbdl odahuzunk egy szakaszt...

Mérjik le a szogeket: , félszabalyos A.”

A félszabalyos haromszog rovidebbik befogdja fele az atfogdnak.
Szbgei: 30°; 60° és 90°.

b) 45°: ,félnégyzet”: a derékszogl-egyenld szaru A.
Rajzolj ide egy 5 cm oldalu négyzetet!

Huzd meg az egyik atlojat. ird be az a

\ 4

A félszabalyos, és az egyenl6szariu-derékszoégli haromszogek
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Alapszerkesztések: csak korz6ével, és beosztas nélkili egyéll vonalzoval

|
Alapvets egybevagdsagi tételeket hasznal foll é
Erdekesség: Mohr—Mascheroni-féle szerkesztés: -
minden korzével és vonalzéval elvégezhetd szerkesztés csak korzével is u
el6allithaté — vagyis minden keresett pont megszerkeszthetd vele — nyilvan [ |

szakaszok, egyenesek nem.

Adott egy kor kozépponttal.
Szerkeszd meg bele az A csucsu szabalyos hatszoget csak kdrzével!

Otthon szinezd ki!

[11/1) A rombusz A

Definicidja: Egy négyszog akkor és csak akkor rombusz, haoldalai egyenlék.
= szemkozti oldalai parhuzamosak. (DE: < , vagyis visszafelé nem kovetkezik: az a négyszog,
mely szemkdzti oldalai parhuzamosak, még nem biztos, hogy rombusz!)

Szerkessziink két 5 cm oldalél(i rombuszt!

Tulajdonsagai, melyek'szintén ,,rombussza” teszik, vagyis ekvivalens definicidi:
Egy négysz6g akkorés esak akkor rombusz, ha:

— dtléi egybenszégfelezokois;

— dtléi merdlegesen felezik.egymdst.

geometria_A 3.1 rombusz.ggb

) Akp-UdAB sugar koriv

[v] C cslics szerkesztése

[ ] Korfv B-bél és D-bél

V] Rombusz oldalai
al2

v Atlok és szogek ol
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[11/2) Alapszerkesztések — valdjaban mindig rombuszt szerkesztiink

(Az dbra szerint szerkesszlink!)
a) SzakaszfelezG; szakaszfelez6 meréleges.

Egy e egyenesse 6 P ponton keresztlil parhuzamos szerkesztése

Vagy: P-n keresztil e-vel parhuzamos egyenest lehet két meréleges szerkesztésével: P-bdl

es e-re (f), majd P-ben merdéleges f-re.



Szogfelezés: rombusz atldjanak szerkesztése...

Ebben a masodikban mérd le a szogfelezé néhany pontjanak sagat a szdraktdl, és ird
isrd!

Eszrevétel:

\ 4

[11/3) Egyéb miveletek szogekkel

a) szogmasolas: egybevagd ks esztése...

das, kivonas
ag az A’ sz6g szarara felmasoljuk az A szoget...

yakorl
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[11/4) Gyakorlas
a) Szerkessz: 60°-ot, 30°-ot, 15°-ot!

b) Szerkesszegy7; 6; 7,5oldald 4-et!, majd a beir
Figyelem: egyenest érint6 kor!!!

Ponthalmazok a sikba

or: K={Pe S|d(P;Q)=r}
Kon adattal: K={Pe S|d(P;Q)=2 cm}
d jele ennek a K(Q;r)

fontos adatai:

r= , d= ,




Mekkora egy 5 cm sugaru kor keriilete és terllete?

Mondj olyan szdmokat, melyekre igaz, hogy nem nagyobbak 4,6-nal. irjuk fel jelekkel:

H={
Mondj olyan nem természetes szamokat, melyekre igaz, hogy kisebbek —5,7-nél
A={

Mondj olyan szdmokat, melyek 5,2-nél nagyobbak ES 7,1-nél nem na ak.
B={

Mondj olyan szamokat, melyek 0-nal kisebbek vagy 2,8-ndl na ak.

C={

korlap (zart, nyilt)

Adott Q; r
Zart korlap: K={Pe S|d(P;Q)<r}

.
L)
-
.
.
L
-
-
L
y
-
N

*
N
+*

ird ide jelekkel a jobbra lathaté

-
*s
*
o

w

ammEEE,
R ta,

.‘.
&
.

-

Rajzold fol: -

» L)
LT TTTT L

€S5]2,5cm <d(Q;P) v d(Q;P) <1 cm}

*
»
."l---"

+
-,
s
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Fogalmazd meg:
(Vegylk észre: a masodik: Sik\H. (H: Ld. fentebb)

b) Tavolsdg 2 v. tobb ponttdl:
(i) d(Qi;Q2)=3cm
A={PeS|d(Qi;P) £2 A d(P;Q2)>2,5}
Szaggatott v. vastag vonal, metszéspontok: ,,Bum

ures kari

d(Q;Q2)=3 cm
B={PeS|d(P;Q1) =2

Szaggatottv. va li” v. Gres karika.

Qa;
T=(P

=3 cm; ri=2,5; r,=2
|d(P;Q1) < 3 A d(P;Q2)> 2}



c)

ird f6l az aldbb abrazolt halmazokat!
d(Ql;Q2)= 5 cm, I’1=8; I’z=2 d(Q1,'Q2)= 6,‘ r1=4; r2=3

d(A;B)=1cm; ri=1; r,=3
Hi={Pe S|d(P;A)>r1 A d(P;B)<r;}
Rajzold fol!

Szaggatott v. vastag vonal, metszéspontok: ,,BumszIi” v. Uires karika.
Add meg az alabbi halmazokat —a sugarak: r1 és ra

Két'halmaz kulonbsége: H A o

HVA:={xe H|xg A}

. .. . . . s H ﬁ
Figyelem: ,tobbet” is el lehet venni, mint az eleme, és ® Q olyat
is ,el'lehet H-bdl venni”, amely nem is eleme....

Defii Komplementer halmaz: Amennyiben: AcH, akkor: KH =H\A

Mi az osztdlyban a sz6kék komplementere?

Mi az egyjegyl természeteseknél a hdromnal nem nagyobbak komplementere?
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d)

H={0;1;2;3 ... 9; 10; 11;12;13;14;15;16;17;18;19;20} P= a husznal nem nagyobb

természetes primek. Kell: B,

Egyenestdl vett tavolsag

Def.: d(P;e): Ha Pe e = 0, egyébként a pontbdl az egyenesre allitott meréleges talppontja
és a pont tavolsaga.

Def.: Parhuzamos egyenesek tavolsaga: az egyik egy

Mit feltételez ez a definicié?  Azt, hogy ez allandd, barh
Tétel: Két parhuzamos egyenes barmely pontjanak a masi enestdl vett tavolsaga
allandé.

Szerkessz az e egyenestdl 1 cm-re parh

\ 4

A={Pe S|d(P;e)=0,5}

B={PeS|d(P;e)<0,8}

e messe f-et. Ek <0,5 A d(P;f)>0,8}

It halmazt:

e metszi f-et: s
Rajzold fel: J={Pe S|d(P;f)<0,5 v d(P;e)>0,8}



e metszi f-et:
L={PeS|d(P;e)< 2 A d(P;f)>1}

N={PeS|d(P;e)>2 A d(P;f)= 1}

M={PeS|d(P;e)>2 v d(P;f)= 1}

\ 4

Mit jelent: , Az egyikt6l legald cmtavelsagra 2" Ird fel jelekkel, rajzolj is!

e) Sza ol, gyenestd 5 tdvolsag (,futdldncos kutya hatdtdvolsaga”)

Szogfe és szakaszfelez6 meré6leges: késGbbi tételekkel bizonyitjuk

gfelezé:

Egy konvex szog szogfelez6jének minden pontja egyenld tavol van a szog szaraitdl, és
(a szogtartomanyban) csak ezek a pontok ilyen tulajdonsaguak. (Valéjdban ezt tudva
konnyebb , kézzel megrajzolni” egy szogfelezét!)
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Adott egy o konvex szogtartomany, szarai c és b félegyenesek. Ekkor
fu={Pe o szogtartomany | d(P;c)=d(P;b)}

(ii) Szakaszfelez6 meréleges:
Egy szakasz felez6meré6legesének minden pontja egyenlé ta n szak ét
végpontjatol, és csak ezek a pontok ilyen tulajdensagu

Adott egy két pont:

A % B = AB szakasz.
fras={Pe S| d(P;A)=d(P;B)}
Még nem bizonyitjuk!

Rajzolj fel ilyet.
g) Gyakorléfeladatok
Adott egy 5 cm ho s te egy 2 cm sugaru kor. (Kb. az dbra szerint).




Adott A#B, és rajtuk kivil e. Szerkessz egy olyan kort, amely dtmegy az A-n és a B-n, és a
kozéppontja rajta van az e egyenesen.
Mo.:

,Mintha mar kész lenne” ,vakabra”:

B
AE j A.
e

[ Jusl

IV/2) Helyzetek: a diszkusszi6 elve

a) Pont és egyenes: illeszkedik, v. nem i

Pce, Pge.
b) Egyenesek heyze&
$ |elﬁ€‘2 | =00 |61('162 | = |61('162 | =
uzamosak azonosak metsz6k kitérék
1 sikban vannak Nem egy sikban vannak
Szerkesztés esetén: ,Ha egy pont két meghatdrozd vonala 1t1 egyenes, akkor a diszkusszio

az egyenesek helyzetei (a két egyenes helyzete) szerint megy.”
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c) Korok helyzetei
ri=ra2

d(Qu;Q2) =|KinK2|=

Kivllrdl érintik egymast:

d(Q1;Q) =

Metszik egymast:
d(Q1;Q2) =

Azonosak:

d(Q1;Q2) =

ri#r; Legyen ri<r,.
d(Q1;Q2)

Kiviulrél érintik egymast:
d(Q1;Q2)

A ki beliilrél érinti a masikat:

A nagy sugaru tartalmazza a masikat:

d(Q1;Q:

Monddka: Erinté kérék érintési pontja rajta van a centrdlison.

Szerkesztés esetén: ,,Ha egy pont két meghatdrozo vonala 1-1 koér, akkor a diszkusszid a
korok helyzetei szerint megy.” Itt akar 9 diszkusszié is el6fordulhat!



d) kor és egyenes

o

Tétel: Az érintési pontba huzott sugar merdleges a kor érintdjére.

N

Rajzolj ilyet!

sik és sik

|Sne|=0=e]|s

S1NS:=e
metsz6

|SNe|=0 = ecS

S1=S;

|SNe|=1=
e dofi S sikot
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Geometria B: Transzformaciok

A transzformacié mint geometriai fliggvény
I/1) A fuggvények

a)

b)

Definicio: Legyen adott egy A alaphalmaz és egy K képhalmaz. Ekkor azt az f()
hozzdrendelést, amely az A alaphalmaz (minden—egyes—eleméhez) nem sziikségszer(lin
minden eleméhez egyértelm(in hozzarendeli a K halmaz egy-egy elemét, fliggvénynek
nevezzuk.

Fliggvény értelmezési tartomdnya az alaphalmaz azon legb6vebb részhalmaza, melyhez a
fliggvény képhalmazbeli elemet (értéket) rendel.

Az elemek képét fuggvényértéknek, a flggvényértékek halmazat pedig' a »fv.
értékkészletének nevezziik.

Egy f( ) fv. értelmezési tartomanyanak jele: Dy, értékkészletének jele: R:.

Nézzik példaul a Tesco-t.

aruésar.: ar(): T— R;fizetendd = ar(termék)
Alaphalmaz a Tesco-ban taldlhaté dolgok, képhalmaz a valds szamok halmaza.

W/
f()

/g

Az értelmezési tartoamanyba azonban nem tartozik bele a Tesco-ban taldlhatd eladdlany,
sem az arukat pakelé targonca.

Az értékkészletben pedigibiztos nincsenek benne a negativ szamok... (kar).

Ertelmezési tartomany és Ertékkészlet

Flggvény értelmezési tartomdanyanak nevezzik az alaphalmaz olyan legb6vebb
részhalmazat, amelynek minden egyes eleméhez a fliggvény hozzarendeli a képhalmaz
valamely elemeét. Jele: D (domain)

Egy fliggvény értékkészletének nevezzik azt a halmazt, amely a fliggvény 0Osszes
helyettesitési értékét tartalmazza, mas elemeket pedig nem. Jele: R (range)



I/2) Valds-valds fuggvények, egyéb fuggvények
a) f():R—R;x—2x-3

) x| 1| s 1 |-
Di=R i@ 1] [ 8losl |
Re=R
f(1)= f(3)=
f(-2)= > L

VALTOZOT, AMIHEZ A FUGGVENY EZT AZ ERTEKET RENDELTE.
Mi az 1 6sképe, vagyis mit kell ,bedobni” a gépbe, hogy 1
f1(1): 2x-3=1 x= vagyis f1(1)=

Az Bsképkeresés: egyenletmegoldas!
Mi a 0 6sképe, vagyis mit kell ,,bedobni” a
f4(0)=

pbe, hogy 0 essék

Mi az 1 8sképe, vagyis mit k 1 essék ki?

rz” figgvénye:

ezzUk ki a fliggvényértékbdl a fliggetlen valtozot! X=

fixpontja: ,Amit bedobok, az esik ki”:

A fixpontkeresés — egyenletmegoldas!
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X
b) ():R—>Ryy=—+1 g 1] [ 3] | |-2]

f(1)= fl 11 [ 8losl |
f(3)= \ [/
ft-2)= ()
(2) — S+ 1
/ N\

VALTOZOT, AMIHEZ A FUGGVENY EZT AZ ERTEKET RENDELTE.
Az Gsképkeresés: egyenletmegoldas!
Mi a 0 Gsképe, vagyis mit kell ,,bedobni” a gépbe, k ki~

f1(0)=

Mi az 1 8sképe, vagyis mit kell ,bedobni”

, hogy 1 eiék ki?

f1(1)= f1(8)= f1(0,5)=
A ,visszafelé”, az ,, rz” fliggv
rtékbdl a fliggetlen valtozot! X=

. ,Amit bedobok, az esik ki”:

A fixpontkeresés — egyenletmegoldas!



c) h():R—R; h(x)=x2

ek Sl | (S]]
R il Tolal 19 lnas
h(1)=
h(1,5)=

Injektiv-e (Kolcsondsen egyértelm-e?) Vagyis egyértelmin megtaldlhato egy képhez az
Osképe?

Fixpontja?

d) v():S-S; PP
DV=K1
Rv=K> !

Melyiknek van tébb pontja? K1 vagy K>-nek? EE

I/3) Az injektiv figgvények (kdlesonosen egyértelm fuggvények) ,visszafelé is fliggvények”

Def.: tuegy f fliggvénydnjektiv (kdlcsondsen egyértelmdi),

ha ( x1; x2. € Dt és f(X1)=f(x2) ) = x1=xa.

,Ha két ertelmezéstartomanybeli elem képe ugyanaz, akkor a két elem is ugyanaz.”
Vagyis barmely értékkészletbeli elemnek egyértelm(in létezik 6sképe.

Példaul nem injektiv az y=x* hozzérendelésii fv.

Ugyanis:

Az injektiv fliggvény ugyanazon értéket nem rendelhet két kilonboz6 értelmezési
tartomanybeli elemhez. Vagyis: ha a boltbdl kijon két gyerek, mondtak, hogy 110 Ft-ot fizettek,
akkor tudhatod, hogy ugyanaz a dolog van a zsebiikben — mert a boltban minden terméknek
mas ara van.

A ,Szazforintos bolt” termék-ar fv-e miért nem injektiv?

47



48

I/4) Geometriai transzformacid

Geometriai transzformacidnak nevezzik az olyan fliggvényt, amely értelmezési tartomanya is
és értékkészlete is ponthalmaz.
Tipusai: pl.: egybevagdsagi; hasonldsagi, stb.

Def.: Egybevagdsagi transzformdcid az a geometriai transzformacio, amelyeknél barmely
szakasz képe az eredetivel egyenl6 hosszusagu szakasz.

A geometriai szerkesztések menete
A tengelyes tiikr6zés (egybevagdsdagi transzformacio)

A derékszogl koordinata rendszer
tengelyei: a vizszintes az ,abszcissza” —neve x tengely  a fligg6leges az ,,ordin
[. 1. 1II. IV. siknegyed

Pontjai: Q(0;0)=kozéppont,

Rajzold be és ird be a koordinatajukkal:

A(-2,3)
B(-1;2/3)
C(1;5)
D(5;1);
E(0;2)
F(-=5,0)

G( 1; barmi)

H(barmi; —2)

[11/1) Definicid +

Def.: Tengelyes tiikr6zés. Adott t tengely. ekkor:
t( ): S—S; t(P)=P’, ahol:

haPet= P'=P

ha P&t = t merdlegesen felezi PP’-6t.



b) Példakra

ElGszor csak ,kézzel”, szerkesztés nélkil: pont, egyenes, kor, négyzet, ,161épés”

t

(i) Eszrevételek:
tanm_geometria_B 3 1 b iii_tengely rozes.gg

A koruljarast megvaltoztatja

Fixpontjai:

(i) Pontos szerkesztéss
pl.: egyenesnél
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c)

(iii) Haromszoget tikrozzliink egyik oldalara; szogfelezGjére; oldalfelez6 merdlegesére.
(Nevezzik el a pontokat, szakaszokat, vonalakat!)

Fixalakzatok és invaridns alakzatok; szimmetrikus fliggvények

Def.. Egy transzformacional a Def.: Egy transzformacional
fixpont képe 6nmaga. fixegyenes az, melynek® minden
Van-e fixpont a tengelyes pontja fixpont.

tikrozésnél? Van-e fixegyenes, a tengelyes

tikrozésnél?

Def.: Egy transzformacional az invarians egyenes képe 6nmaga, de nem minden pontja
fixpont.

Van-e invarians egyenes a tengelyes tiikrozésnél?

Adtengelyes tikrozés invaridns egyenesei:

Szimmetrikustranszformaciénal/fuggvénynél pont képének képe 6nmaga.
Szimmetrikus transzformacio-e a tengelyes tikrozés?
Rajzoljunk:

Van-e olyan valds-valds fv, amely szimmetrikus? (De nem azonossag, vagyis szamhoz nem
Onmagat rendeli.) Képletesen: a gépbe ,beledobok” egy szamot, ami ,kiesik” azt Ujra
beledobom és igy visszakapom az eredeti szamot.

Vagyis: f(f(x)) = x



d)

Tulajdonsagok (egyel6re csak egybevagdsagi transzformacidkat tanulunk — melyek
tdvolsagtartok)

Illeszkedéstarto (
Tavolsagtartd (két pont tavolsdga és képeik tdvolsaga egyenld) = szogtarté =
parhuzamossagtarté (visszafelé nincs kovetkezés!)
(Késébb bizonyitjuk)
Szimmetrikus: P'=t(P) = t(P’) = P (vagyis: t(t(P))=P).
A koriiljarast megvaltoztatja: ,irdnyitasfordité geometriai trafé”
Kblcsondsen egyértelmd, vagyis injektiv (< szimmetrikus)
,Oskép”: Egy képpont &sképe az a pont, amelyhez a transzformacid a képpontot
rendelte.
t71(A’)=A
Emlékeztets: Az injektiv fv. definicidja: (Vx1;x2€ Ds A f(xa)=f(x2) ) = Xa=x2
Fixpont, fix egyenes, invarians egyenes

Tengelyes tlikrozés fixpontjai:

A tengelyes tikrozés fixegyenese:

Tengelyes tlikrozés invaridns egyenesei:

I11/2) Tengelyesen tiikros alakzatok
Tengelyesen tiikros alakzatok: egy megfelel§ tengelyre nézve invarians alakzatok.

a) Szakasz, egyenes —mire?

b)

Haromszogisziikségszeriin egy csucs
illeszkedik a tengelyre,

és a masik kettd szimmetrikus.
Neve:

Specialis helyzet(i tengely: Altalanos A-ben a szogfelez6:
Mivel@ tlikrozés szogtarto,

tehat a két oldal egymadsra esik a tikrozés kdovetkeztében.
(De a csucsok mar nem egymasnak a képei!)
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c) (Egyszer() négyszog

(i)

(ii)

ABCDn¢gyszoe: Ha pl. Aet akkor még egy csucs illeszkedik t-re, és a masik ketté pedig
tlkros t-re. Egyébként legaldbb 6t csucsa lenne.

Vagyis: A; C et, t(B)=D. A négyszog neve:

A tikrozés miatt: AB=AD; CB=CD
Az AC atlé merélegesen felezi a BD atlét.
Az AC atlo a négyszog tukortengelye.

B=5

Vegyuk észre: Az, hogy az ,, AC atlo merélegesen felezi BD,atlét” azt jelenti, hogy az AC
atlo tukortengely, tehat a négyszag deltoid.

Vagyis a ,deltoidsag” sziikséges'és elégséges foltétele, hogy legalabb az egyik atlé
merdélegesen felezze a masikat.

Figyelem, lehet konkdv)Fent rajzoljunk egyilyet is.

VEGYUK ESZRE: A ROMBUSZ SPECIALIS DELTOID

ABCDnegysz5:  Ha egyik csucs sem ‘illeszkedik“a tengelyre, akkor paronként egymas
tikorképei, egyébként tobbicsucs lenne. Ekkor pl. t(A)=B és t(C)=D.

A négyszog neve:

A tikrozés miatt:
t merdlegesen felezi AB-t és CD-t, vagyis: AB || CD.
t(AD)=t(BC) = AD=BC, tehat a egyenl@szaru is.
(Visszafelé nem igaz)
o= és y=0 Mit tudnak az atlok?




(iii) Specidlisabb tengelyesen szimmetrikus négyszogek:
A négyzet sziiletése”

Tengelyesen szimmetrikus

Két atléra Két oldalfelez6 merGlegesre
Deltoid: Huartrapéz:
A
B D I

Rombusz: N}

sz is = négyzet:

d) sokszogek
(i) Nem szabalyos

l L L ]

e) Kor
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111/3) Alappéldak
A haromszog-egyenldtlenség: egy A4 barmely két oldalanak 6sszege nagyobb mint a

harmadik: a+b>c, b+c>a és c+a>b

llletve: egy haromszog két nem legnagyobb oldalanak 6sszege nagyobb, mint a harmadik

oldal: asb<c =- a+b>c.

Ugy szoktuk fogalmazni, hogy ,két pont kozott legrévidebb Ut az egyenes”:
,Az erdészt megkérdezik az eltévedt turdzok:

— Milyen messze van még az erdészhaz?

— Légvonalban ugy kb. 5 km.
De tudok egy révidebb utat” y
W

a0

B

+wW >
y A X
Feladat: Minimum és maximum mekkora lehet egy haromszog harmadik'eldala, ha ket oldala:

a=3,8cm b=2,1cm

a=7,9 b=3,2

a) %-nek: adott az alaphoz tartozd magassag-egyenese (vagyis: szimmetriatengelye) : m, az
arrailleszked6 C csucs, az Aén athalado k kor ésa B-n athaladé e egyenes. Kell: 4.

Mo.:
e Abrak: Mintha mar kész lenne ébra‘ _’ vakabra.
lc / "k
_ c
e
| /
-/

® " Elv - keressu kdpl:

o Szerkesztés

o Diszkusszio
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b)

d)

,Legrovidebb ut” — ,tikr6z6d6 fény” — biliard

Adott egy e egyenes és az egyik oldalan két kiilonb6z6 pont: A és B.
Kell Pe e s AP+BP=minimalis
Mo.: A B

Vegylik észre, hogy ha e egy tlikorfellilet, akkor igy . fénysugar. A biliard
asztalon is igy pattan a golyd: szogtartassal!!l

A ,félszabalyos haromszog”: adott egy derékszogl haro a=60°. Mutasd meg, hogy

2AC=AB. (A rovidebb befogé fele az atfogonak) B

a I

oy ) !
Alappélda: két egyenl6sz ) 6 0 k altal bezart csucsa. Adott a két
alap: AB és DE. Szer, 0
Mo.
e Abrak: Mi ar ké 2 vakabra.

»Aminek ni

o Szerkesztés

o Diszkusszid
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[11/4) Egyéb, tengelyes tikrozésen alapuld példak

a) Tikrozzik egy szog egyik szdrdra esé P pontot
a szogfelez6re. Hol lesz P’? Lasd.: 111/2/b pont.

b) Egy ABCD (ilyen koriljarasu) négyzetbdl adott az AC atlé egyenese, i aBésD
csucsokon athaladé ks és kp korok. Szerkesztendé a négyzet.
Mo:
e Abrak: ,Mintha mar kész lenne” abra Va

D3

e Elv- Keressukpl

t meghatdrozo vonaldt keressiik.
pl. egy kort és egy e indkettén rajta van, akkor a

metszéspontjuk a ker

¢ Diszkusszio: helyzete szerint:




c) Adott egy haromszogbdl: fyegyenese, a B és az A csucs. Szerkesztendd a A.

Mo:
e Abrak: ,Mintha mar kész lenne” 4bra Vakabra

e Elv: Keressiik

o Szerkesztés

helyzete szerint:

Hazd megfeleldt (Igaz/Hamis)

engelyes tikrozés nem szimmetrikus — Igaz/Hamis

e Van olyan haromszég, amelynek van szimmetriatengelye — Igaz/Hamis
e Arombusz tengelyesen szimmetrikus négyszog — Igaz/Hamis

e Atéglalap tengelyesen szimmetrikus az egyik atlojara — Igaz/Hamis
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IV. Forgatds (egybevagdsagi trafd)

58

Emlékeztet6: Két hdaromszog egybevagdsaganak, - vagyis egy haromszog egyértelm(
szerkeszthet8ségének alapesetei
. Ha oldalaik hossza paronként egyenl6k
<> ha egy haromszognek adott mindhdarom oldala

. két-két oldaluk hossza paronként és a kdzrezart szogiik is megegyezik
<> ha egy haromszognek adott két oldala és a kozrezart szoge

. egy-egy oldaluk hossza és a rajta fekvd két szoglik paronként megegyezik
<> ha egy haromszognek adott egy oldala és a rajta fekvé két szog

. két-két oldaluk hossza paronként, és a nem kisebbel szemkdozti szogiik megegyezik
<> ha egy haromszognek adott két oldala, és a nem kisebbikkelszemkozti szoge

IV/1) Definicié + tulajdonsagok
a) Definicié

Adott egy Q és egy P pont. A Q pont koril forgasd elraz éramutato jarasaval ellenkezé

irén§ 60°-kal a P pontot. (Madzag hijan korzével...)

w , T : .
P!
A G

Definicio: Forgatas (egybevagdsagitranszformacio)
Adott Q kozéppont és€gy o elbjeles szog(elfordalds). Ekkor:
Q*():S—S; P P’

ahol: haP=Q < P’ =Q

egyébként: d(Q;P)= d(Q;P’)és'P’'QP, = o a megfelel6 iranyban.
Jelolés: Q*(P)=P’
b) Példakra:

ElGszor ,kézileg”, szerkesztés nélkil — az abrak alatt egy adott pont koril te is forgass egy
kicsit nagyobh szoggel. Forgasd ket a kp. koril még egyszer ugyanakkora szoggel!

)




(i) Szogmérdbvel, korzével, vonalzéval!

Q pont korul az egyenest —120°-kal; Q pont koril a ABC4-et +75°-kal!

(i) Eszrevételek:

A koruljarast

Fixpontja(i):

(iii) Szerkesztésnél: Az alakzatoknak a meghatarozd/pontjait kell megszerkeszteni: pl.:

egyenesnek 2 pontjdt; kornek a kézéppontjat«€s egy kerileti pontjat (vagy tudni a
sugarat); sokszogneka csucsait.

Tulajdonsagok —ahel o # k-360%, ke Z. Egyel6re csak egybevagdsagi transzformacidkat
tanulunk <melyek tavolsagtartok. (Ha o= k-360° akkor a trafot ,identitds”-nak hivjuk)

Illeszkedéstartd

Tavolsagtartd (két, pont tavolsdga és képeik tdvolsaga egyenld) = szogtarté =
parhuzamossagtarto (visszafelé nincs kovetkezés!)

Nem szimmetrikus (Kivéve: a=(2k+1)-180°, ahol ke Z)

Koriiljarastarto (a koriljarast nem véltoztatja meg)

Kolesonosen egyértelm, vagyis injektiv

Fixpont, fix egyenes, invarians egyenes

Aforgatas fixpontja:
Fixegyenese:
Invarians egyenesei:

(Kivéve: oi=(2k+1)-180°, ahol ke Z, Ekkor a Q tartépontu sugdrsor elemei)
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IV/2) Forgassunk
a) Szerkessz: 30°-ot, 45°-ot, 120°-ot!

Q Q
b) Adott Q, P és \y sz6g. Szerkeszd meg: QY (P)

c) Szerkeszd meg: Q™ (e). (Valdjaban egy P1 és egy P, pontja
Mekkora lesz (e;e’) £?
Hogy forgatunk p szoggel?
Allitas: (e;e’), = 1 vagy 180°—L.

a masik par egy egyenest alkot.

Példa: Egy kiegészit6 szogpar egyik szoge 4-szerese a masiknak. Mekkorak?




c)

Merdbleges szaru szogek: (tanm_geometria_B_4_3_b.ggb)

Ha egy a konvex szoget 90°-al elforgatunk, akkor az elforgatott sz0g, vagy annak
mellékszogének szarai merGlegesek az eredeti szogre.

Forgasd el a szoget: Q™|

Def.: Az olyan konvex szogpdrokat, amelyeknek szdrai_paronként wl-ek egymasra
,merdleges szaru szogeknek” nevezzik. Az egyik, v. annak mellékszoge 90° elforgatdssal
(egy megfelel6 kozéppont koriil) a masikba vihet6é = a konvex meréleges szaru szogek vagy
egyenl6k (hegyesszog-hegyesszog), vagy kiegészité szogek (egymast 180°-ra egészitik ki)
(hegyesszog — tompaszog

)
Példak ra:
|-
&
. 180-a" 1800

Rajzold at pirossal/zélddel a szarakat!

Gyakorlasuks

A baloldali derékszogl A-ben derekszoég az, ami annak latszodik. Minden szognek adj kiilon
nevetdo; B; & ¢; k stb.)Add meg az egyenlé merdleges szaruakat. Jelold az egyenléket, a
merfoleges szaru kiegészitOket stb. (A derékszégeket nem kell.)

A jobboldaliban a magassagvonalak vannak meghuzva. Keress az ACT., -gel és a T.AB_ -gel
egyenld szoget,dlletve az a-val egyenl6 merdleges szarut, és az o meréleges szaru
kiegészit6 parjat. Hasonloképp a B-nak is!
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IV/4) Forgasszimmetrikus alakzatok
Mindig tegylk hozzda: mi koril és hany fokra. A forgdsszimmetria rendjének bevezetése.
® egyenes, szakasz

e Haromszogek kozul:

e Négyszogek kozil

e Kor. Vegylk észre: a korabbiak koré kor irhat

Gyartsunk forgasszimmetrikus, nem szabalyos alakzat

IV/5) ,Hany forgatas G e vissza?” (Csoport- és szamelmélet a forgatdsnal)

U szogeknél: az egész mértékl o szogl forgatasok rendje az

Ha egy alakzat 361°-ra forgasszimmetrikus,
akkor még hany fokra az?

* Ha egy alakzat 7°-ra forgasszimmetrikus, akkor még hany fokra az?



b) * o egész mértékd, de at360°.
Ha egy alakzat 65°-ra forgasszimmetrikus, akkor még hany fokra az?
Xo-65+)0-360=5.
Arendje:
Igazdbdl kell az Ikkt: [360°;65°]=4680.

4680
———=72. Vagyis 72 az a legkisebb szam, ahanyszor 65°-ot korbeforgatva identitashoz

Ha egy alakzat 16°-ra forgdsszimmetrikus, akkor még hany f

nértékd szogeknél: °-hoz racionalis aranyu
am, amelyre (Q%( ))"=identitas

c) * Forgatasrendje — nem egész, racionalis
o szogli forgatasok rendje az a legkiseb

* Ha 0c=£ -360° ahol (p;q)=1= a fo
q

IV/6) Alappéldak
a) Adotte; P¢e; Qze; P

Mo.: tanm_geom _ rgatasa_egyenesre_es_forditva.ggb
Valéjabanitt a i abra j6 felvétele magdval hozza a megoldast.
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b) Adott e; Pz e; Qg e; P£Q. Forgasd el e-t Q korul, hogy P-re essék.

tanm_geometria_B_4 6 _ab_pont_forgatasa_egyenesre_es_forditva.ggb
Valéjdban itt a a,,Mintha mar...” dbra jo felvétele magaval hozza a megoldast.

Mit is kerestink?
Valéjaban:

,Kopernikuszi fordulat”: ‘

c) Adott PzQ.

Kell azon pontok h
melyekbél Pa Q
valamilyen
pozitiv v.

Kell azon pontok halmaza,
amelybél P a Q-ba forgathatd + 30°-kal.

Mo.:

Elv: Elv:



d) EgyenlGszaru derékszogli hdromszoghdl (szokasos jelolések mellett) adott a derkékszogd
csucs, illetve az atfogd egyik csicsan athaladé kor és a masikon athaladé egyenes. Kell: A.
tanm_geometria_ B 4 6 _d.ggb
Mo:

e Abrak: ,Mintha mar kész lenne” dbra Vakabra
,Aminek nincs neve...”

e Elv: Keressik

e Diszkusszio: helyzete szerint:

65



66

e) Adott egy egyenl6oldalu A kézéppontja, illetve egy-egy egyik cstcson kor.
Szerkesztendd a A.
Mo:

e Abrak: ,Mintha mar kész lenne” 4bra Vakabra

e Elv
o Szerkesztés @
$

K\O

\ 4




IV/7) Egyéb gyakorlépéldak

a) Egy hdromszog a és b oldalara kifelé négyzeteket emeliink. Majd E-bdél || -ost huzunk CF-
el, F-bél CE-vel. A metszéspontjuk: H.
Allitas: HC L AB  és: DTp+ GTg = HC
Biz. H

E

\ 4

nléoldald haromszog.

o Szerkesztés
o  Diszkusszid
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c)

d)

68

Két egymadst metsz6 tengelyre torténd tiikrozés egymasutanja (szorzata, kompozicidja):

Bizonyitsuk be!

Csak az abran lathato esetet vizsgaljuk,
a tobbire elhissziik.

asz (,mint egy bo
enlé hosszu hurt.
odni!)

Adott egy korben egy pont, és adott egy sza kva”). Szerkessziink a

korbe a ponton athaladd, az adott szaka
Mo.: (Aminek nincs neve, arrdl nem t
e Abrak: ,Mintha mar kész lenne’

Vakabra

o Szerkesztés
o Diszkusszid



V. A kozéppontos tiikrozés (egybevagodsagi trafé) mint a forgatds specialis
esete —a 180°-os forgatas.

V/1) Tukrozziink
tanm_geometria_ B 5 2.ggb

a) Q-raP pontot

Q-ra e egyenest. Mekkora lesz (e;e’) £?

b) Szakasz tikorképe: Q(AB)=A’B’.
lgy Q(AB')=

c)
_iii_tengelyes_tukrozes.ggb

gyis ha A’=Q(A) = Q(A’) = Tehat:

V/2) Def ulajdonsagok
a) Definicié
Adott Q kozéppont. Ekkor:
Q(): S—S; P—P’
ahol: P=Q < P’ =Q
egyébként: Q felezi PP’ szakaszt.
Jelolés: Q(P)=P’
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b) A forgatas egy specidlis esete: Q( )= Bizonyitas: trividlis.
c) Tikrozzink Q-ra:
e ElGszor kézileg, szerkesztés nélkil: pont, egyenes, kor, ,,101épés”

Fo

®  Most pontos szerkesztéssel ugyanezek:

Fo
G ;
Q 4
Q
d) Tulajdonsagok macidkat tanulunk — melyek

egybevagodsagi tr

t, fix egyenes, invaridns egyenes
fixpont definicidja jelekkel:

A kozéppontos tikrozés fixpontja(i):
Fixegyenes:

A Q kozéppontu kdzéppontos tikrozés invaridns egyenesei:



V/3) Forditott allasu szégek

tanm_geometria_B 5 3.ggb

a)

b)

Def.: valtészogek: Két szog valtdszogpart alkot, ha 3 egy olyan Q pont

a sikban, amelyre nézve 6k egymads tiikorképei. “_\

A valtészogek igy egymassal egyenl6k, szaraik parhuzamosak,
ellenkez6 iranyba mutatnak.

Tikrozd a szogeket a Q pontra! ~

Q
Q
Def.: csucsszogpar — a valtoszogek specidlis esete
A csucsszogek olyan valtdszogek, melyek csucsa kozés.
Tlkrozd az o szoget a Q csucspontral
SV
Q

A trapéz, és a szogei

Trapéz: az a négyszog, melynek létezik parhuzamos szemkozti oldalparja.
Alap, szar. All: a trapéz szaron fekvs szogei kiegészitéiszogek

Mire tiikros a két o sz6g? Mire tiikros akét B szog?

o I
aig ¢~
P L]
s 8
A i B

V/4) Koézéppontosan szimmetrikus alakzatok

Mindig tegylk hozza: mely pontra!

a)

b)

Egyenes; Szakasz

Haromszogek kozuld egyik sem, mert a csucsok szama pdratlan... P

A kozéppontosan szimmetrikus négyszogek: paralelogrammak

Q(AB)=CD'= AB||=CD

Mivel azonban a kp-os trafd szimmetrikus, ezért: B! B
Q(AB’)=A'B = AB’ || =A'B

igy tehat: 4
® aparalelogramma szemkdzti oldalai parhuzamosak és egyenlék,

® szemkozti szogei egyenlok.

e Egyoldalon fekvd szogei: kiegészit6k
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A paralelogrammat altalaban haromszog C

Pr—

oldalfelez6-pontjara tikrozve kapjuk! B

A C

Téglalap: olyan paralelogramma, amely oldalfelez6 merdélegeseire tengelyesen
szimmetrikus, szdgei 90°-osak. D !

Négyzet: olyan téglalap, amely atldira is szimmetri
c) Kor—Id. dbra!
V/5) Alappéldak

a) Adott két egymast metsz6 kor, ki1 és k,. Kell a P metszéspont
szel6, mely egyenesnek a két kdrbe esé hu ze egyenld hosszu!

Mo.:
e Abrak: ,Mintha mar kész lenne’ Vakabra

athuzott olyan kozos

K4
o Szerkesztés
o Diszkusszio



b) Sulyvonal —alappélda - Adott egy A4-bél: a; b; s. sulyvonal. Kell a A.

e Abrak: ,Mintha mar kész lenne” abra Vakabra
C

a

e Flv:

e Szerkesztés:

Diszkusszio

B(Qs) > Q3" ( 5 )

Q2(B) <> B”( ; ) -2
Q(A) > A”( 5 )

w

AB)<B"( ;)
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V/6) Gyakorlépéldak
a) Stratégiai jaték:
Aladar és Béla egy téglalap alaku asztalra 200 Ft-os érméket helyez felvaltva. Az érmék

egymdshoz hozzaérhetnek, de nem tehet6k egymadsra. Az nyer, aki ugy tud még tenni
érmét az asztalra, hogy az nem esik le. Aladdr kezd. Mi legyen a stratégidja, hogy biztosan

gy6zzon?

b) Adott egy o szog, a szbgtartomanyban egy P pont. Ke - P felezi az e-nek a

szogtartomanyba esd szakaszat.

e Abrak: ,Mintha mar kész lenne” 4

Hogy érde egy 2 enne abrat felvenni?

e Szerkesztés
e Diszkusszio



c) Adott egy ABCD négyzetbdl a kozéppontja Q, illetve Re AD és Pe BC. Kell a négyzet.

e Abrak: ,Mintha mar kész lenne” dbra  Vakabra

C

P

e Elv A

o Szerkesztés

o Diszkusszid

d) Trapéz Mit ké\pok, ha egy szarfelez6 pontjara?
D [

5t alap Osszege); m; b; d. Kell a trapéz.
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e) A-béladottc, sq, 0. Kell a 4.
e Abrak: ,Mintha mar kész lenne” dbra  Vakabra

C

e Flv

o Szerkesztés

o Diszkusszid

f) All.: egyenl8szard haromsz
pontjanak a két szartdl

ott egy ABC. Szerkeszd meg azt a P pontot az AB oldalon, melynek az a és b oldaltdl
vett tavolsagdsszege egy adott szakasz.



h) A paralelogramma hét ekvivalens definicidja:

A paralelogramma olyan négyszog, mely(nek)...
(i) ,oldalak”:

° ... a szemkozti oldalai parhuzamosak (alapdefinicié);
° ... a szemkozti oldalai egyenl6k

D c C D
d d
b
A a B A a

(ii) ,szogek”

. ... a szemkozti szogei egyenldk;
. ... az egy oldalon taldlhato szogei kiegé
D [
d
A a B
(iii) ,tOkrosség”
. ... kdzéppontosan szimmet
. ... atléi felezik e

(iv) ,kakuk

y parhuzamos és ugyanakkor egyenlé oldalparja.
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A parhuzamos eltolds bevezetése: A vektorok

VI/1) Definicid: Az iranyitott szakaszokat vektoroknak nevezziik.

tanm_geometria_B 6 1 eltolas_bevezetes.ggb

Jellk irdsban:
kezd6pont és végpont, folotte nyil:

Vagy kisbet(, alahuzva:

Nyomtatasban: vastagon szedik.
AB =,

Ha egy haromszoget tologatok, akkor elég egy irdanyt és egy '&
hosszt megadni, és el lehet tolni ugy az alakzatot. c

Lathatd, hogy az eltolas soran mindegy, hogy melyik csucsra
mondjuk meg ugyanazt az iranyt és hosszt, az alakzat ugyanugy,
ugyanoda kerdil.

Ugyanigy megadhatdé nyilakkal példaul, hogy egy repilé milyen
irdnyba mennyit megy stb.

VI/2) ElInevezések

Nézzlink egy paralelogrammat, C
azon nézzlik a kovetkez6 fogalmakat!

A

Vektor hossza (vektor abszelut értéke) az 6t definidld szakasz hossza.: ‘AB ; ul.

A definiciobal kovetkezik, hogy ez csakis nemnegativ szam lehet.

Allasa: rélativ fogalom, kettS vektor dsszehasonlitadsakor hasznéljuk. Két vektor egydlldsu (v.
parhuzamos), ha tartéegyénesiik azonos v. parhuzamos.

AD || illetve AB |

Iranyitasa: Egy adott allasnal a vektornak két irdnyitasa lehet, kezd6 és végpontjuk kivalasztasa
szerint. Két vektornal csak akkor beszélhetlink azonos v. ellentett iranyitasrél, ha egyalldsuak
(parhuzamosak)

Az dbrdn azonos iranyitasu: Ellentett iranyitasu:

Kakukktojas: , Egy vektor irdnya” = dllasa + iranyitasa egydtt.



VI/3) A relaciokrol

a) Arelaciokrodl dltaldban

Emberek kozott lehet tobbféle reldciot, kapcsolatot megallapitani.
e Koruk alapjan (években): Ez barmely két ember kozott felallithaté

O

»egyenld koru”

Ha A=B, akkor B=A, vagyis ha Aladar egykoru Bélaval, akkor Béla egykoru Aladarral.
,Nem id6sebb”

Aladar nem idésebb Bélanal, (A<B) és Béla nem id&sebb Cecilnél (B<C), akkor
Aladdar nem id6sebb Cecilnél.

S6t, az is igaz, hogy Aladar nem id&sebb Aladarnal. (A<A)

e Rokonsag:

O

Apasag

Ez a relacid nem barmely két ember kozott van meg.

Es ha Aladar apja Bélanak, akkor Béla nem apjasAladarnak

De pl.: Aladar apja Bélanak, Béla apja Cecilnek, akkor Aladar marnem apja Cecilnek.
S6t: Aladar nem apja Aladarnak

Testvérség

Ha Aladar testvére Bélanak, akkorBéla testvére Aladarnak.

SG6t, ha Aladar testvére Bélanak, és Bela testvéredCecilnek, akkor Aladar testvére
Cecilnek.

Szamok kozott pl.: < vagy > vagy: egészek kozt ,,0sztja”
® Természetes szamok kozott:

O

O

,osztja”

5|15 de 5(16

5|5.

Ha 5|10 10|5 De:haalb ésb]a, akkor a=b.
10-Zel valo osztasi maradékuk ugyanaz

e Valésaknal:

Q

©)

., Kisebb”
,rortrészik megegyezik”

Egyenesek kozott:
® _Parhuzamossag

e|le ellf=f|le e|fésfllg=e|g

o Merblegesség

elte elf=fle elfésflgselg
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b) Egy relacid lehet:

e reflexiv: a p a (,Az a relacidéban all 5Gnmagaval”)

Reflexiv relacid, kapcsolat:
parhuzamossag: e || e (Vagyis ,e pdrhuzamos 6nmagaval”)
»,Nem nagyobb” a < a (Vagyis az ,,a szam nem nagyobb 6nmaganal”)
Osztja: a|a (Vagyis: Minden egész osztdja 6nmaganak)

Nem reflexiv relacio:
Egyenesek kozt a ,,merbleges”, mert egy egyenes nem merdéleges 6nmagara...
,Kisebb”: egy szdm a<a £,
»,apja” egy ember nem apja 6nmaganak...

® szimmetrikus: apb = bpa
Szimmetrikus relacid, kapcsolat:
merdlegesség: elf = fle
parhuzamossag: e||f = f||e

testvér”: Péter testvér Saranak = Sara testvér Péternek
Nem szimmetrikus:

alb# bla;

a<b # b<a;

Péter ,apja” Dénesnek # Déneés , apja” Peternek

e tranzitiv: (apb A bpc) = apc
Tranzitiv relacid, kapcsolat:
parhuzamossag: (el|f A f|[g) = e|lg

Kisebb egyenl6: (a<b A b<c) = a<c

,0sztja”: (alb' Ablc)=, a|c

,Testvér?: (Péter testvér Saranak A Sara testvér Ubulnak ) = Péter testvér Ubulnak
Nem tranzitiv:iimerélegesség(elf A flg) » elg

DEF.: AZ EKVIVALENCIA RELACIO

Ha egy relacié szimmetrikus, reflexiv és tranzitiv, akkor az a relacié ekvivalencia relacid.
Mérleghintan: nem«szamit, hogy fekete, fehér, sdrga vagy mesztic kisgyerek Ul a
mérleghinta egyikwégében, csak az szamit, hogy ugyanakkora tomegd legyen mint a masik.
A jatékiszempontjabdl barkivel helyettesithetd barki.

Pénz esetében bizonyos tulajdonsag ekvivalens, bizonyos tulajdonsag nem.
A/bevasarldkocsinak nem ekvivalens 2 db 50 Ft-os és egy 100 Ft-os, pedig az értékik

ugyanannyi.
De a boltos szamara 2 db 50 Ft-os ekvivalens egy 100 Ft-ossal...

Két 100 Ft-os pedig nagyon sok tekintetben ekvivalens, de ha pl. a legyartasi éviiket nézzik,
akkor maris tobb osztdlyba sorolhaték: a 2019-ben, v. a 2022-ben gyartottak.



Ha jol megnézziik, bizonyos szempontbdl a kovetkezd harom szampar is ekvivalens:
(5;2)=(25;10)=(250;100) )=(35;14) Milyen esetben?

VI/4) Vektorok kapcsolata

a) Két vektor ,azonos”, egyenl6, ekvivalens, vagyis azonos vektorosztalyba tartozik, ha:
e egyallasu & H I
® azonos irdnyitasu
® egyenl6 hosszu

Adj meg az AE vektorral egyenl6 vektorokat!

A E C

Vigyazat: fizikdban nem mindegy, hogy€gy vektornak hol van a ,,tamadaspontja” a testen,
mert el6idézhet forgd v. haladé mozgast, tehat afizikaban bizonyos esetekben, bizonyos

tulajdonsagukat tekintve a BH és az | AG vektor!

A vektorok egyenl&sége ekvivalencia reldcio:
Mert:
szimmetrikus:a=b=>b=a
reflexiva=a
tranzitiv(a=b Ab=c)=a=c

Azok af vektorok, ‘amelyek egymassal egyenl6k, egy vektorosztalyba tartoznak,
vektoregyenlGséget tekintve ugyanabba az ekvivalencia osztalyba.

- =
<AD >: Az AD vektor altal reprezentalt vektorosztaly.
Jelen esetben néhany elemét Iatjuk (irjunk be még néhdanyat!)

<AD > AD;BE;Fi }

Barmely elem reprezentans elem: a tobbit reprezentalja.

Tehat nem ,folrajzolok egy vektort”, hanem példaul a tablan ,kiszinezek” a végtelen sok
ekvivalens, eggyenlé vektor kozil egy képvisel6t.

Az egyik képvisel6t. De végtelen sok van beléle. (Sic: egyes szdmban...)

ird be a zardjelbe a megfelels vektorokat!
<HD>>{ }
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b) Analégia a szamokhoz
(i) A 0vektor— ,Nullvektor”
A szamok kozott l1étezik a ,,nulla”. Amit barmihez hozzdadva vagy kivonva nem vdltozik
az eredeti szdm. Mégis ,van”.
A nullvektor
° Hossza: O
. allasa, irdnyitdsa, vagyis irdnya: tetszéleges
(Ez azt jelenti, hogy barmivel parhuzamos, vagy épp barmire meréleges)
O vektor!!!!

0= AA=BB=7Z

A sikban a pont ilyen, a szamok kézo6tt a O.

Definicid: egy vektor ellentett vektora: a vele egyenlé hosszuj egyallasd, forditott
irdnyitdsu vektor: a — —a.

Rajzolj fel egy vektort, és az ellentett vektorat!

VI/5) Pontok és vektorok
a koordinata-rendszerben

Origd: Q(0;0)

(2]

[4,]

Pontok koordinataval: y A ¢

A(-2;1) B(3;-2) ’ v
Rajzold be: A 2

C(1,-2) d(3;2) E(=5;2) F(0;-1)

G(-4;0) H(0;4) B 7 B 5 b B 2 o 4

Rajzold fel.a AB vekfort.

L))

[3:]

Rajzold fel a DC vektor.

Rajzoldifel@az EF vektor.

Mi a kbze AB vektornak az EF vektorhoz?
Rajzolj G-bédl a CD -vel egyenl6 vektort!

Rajzolj H-bdl a DE -vel egyenld vektort!



VI/6) Mlveletek vektorokkal
a) Osszeg: egymas utdni elmozduldsokkal érdemes dsszevetni

() Utasitas: ,,Menj el&sz6r E-nak 2 m-t, majd DK-nek 3 m-t.”
Vegylk észre, hogy ez két vektor megaddsa, amelyeket elGszor teljesen flggetlendl
felvehetek — hiszen barkinek mondhatom, és aki hallja, ugy teszi.
Mégis egyértelmii, hogy a vektorokat egymas utan kell felmérni, igymond egymashoz
illesztve!

Rajzold fel, hogy ha az ,,A” pontban allsz, akkor hova jutsz!

A.
Ha A-t B-be, majd B-b6l H-ba tolom,
akkor az azt jelenti, hogy az A-t H-ba tolom.

Vagyis legyen: AB+BH =AH A B c o £
Rajzold fel a két vektor, és az 6sszegvektor!
. F G H J
PM+MW =
Rajzold fel a két vektor, és.az 6sszegvektor! K L M N o)
A millié dollaros kérdeés: mi lehet az P Q R s T
Al +DM =

U \ W, X Y

Nézzikimindezt egy kocka élein —ahol a vektorok ,nincsenek egy sikban” (miért van ez
idézéjelbe téve?)

AR +AA = Ay A,
AAMAA, = g
5777 874 A{;
AAF+AA =
AA +AA +AA +AA =

A
AA +AA +AA +AA = ? Az
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(ii) Definicid: két vektor Osszege. Az a és b vektor Gsszege egy vektor, melyet ugy kapok

meg, hogy az a végpontjdbol felmérem a b vektort, és az dOsszegvektor az a
kezdbpontjdbdl a b végpontjdba mutat.

Vagyis egymdshoz csatlakoztatva sorban felmérem O&ket, és az Osszegvektor a
keletkezett hdromszdg (ha nem pdrhuzamosak) még meg nem rajzolt éle mely a
kezd6pontbdl a végpontba mutat.
Ha parhuzamosak, akkor lasd abra.
PIROSSAL rajzold meg az 6sszegvektorokat (u+v)! (Javitsd ki a neviiket
Osszegzéseket a két vektor alatt Iatod.

/ /
/ /
\
\%
u
Aldbb hibas 6sszeadas (b
Mert innentdl kezdve

Uzdssall!) Az

akar

ektort ugy adok dssze, hogy a ,,végponthoz a kezd6pontot”
Oket, és az Osszegvektor a keletkezett sokszdg hianyzo éle, az
utolsé végpontba mutatva.
Most ebben a sorrendben add 6ssze:

w+Vv+u

elsé kezd
u+ v+ w




Tulajdonsagok

Nézzlink két 6sszeadandd vektort:

aésh.

A ko6zos pontbdl inditott két vektor egy
paralelogrammat feszit ki, amelynek a masik két
oldalvektora megfelel8en iranyitva megegyezik a kdz6s pontbdl inditott vektorokkal.
Vagyis az a+b=b+a, hiszen mindkett6 a kozos pontbdl a szemkozti csiesba mutatd
atlévektor.

Az eredmény fliggetlen a képviselSk kivalasztasatdl: ez a hdromszogek egybevagdsagi
tételén alapszik.

A paralelogramma-szabaly: Két nem parhuzamos vektor 6sszege az altaluk kifeszitett
paralelogramma k6z6s pontbol inditott atlévektora.

Szerkeszd meg paralelogramma szaballyal a kévetkez6 vektorokat:

T

A vektorok 6sszeadasa:

. Kommutativ: felcserélhetd a két'tag (Iasd paralelogramma szabaly).
atbzb+a

° Asszociativ: csoportosithatok a tagok
at(b+c)=(ath)+c=v

Az ésszegezvea+LD=C—D vektort szokdas a tagok
ereddjének is nevezni.

Egészitsd ki: A B C D E
AN+ MQ+QA = A CL+LD=C

g A F G H | J
AM+MQ+QA=A

HO+CG =H GV+VQ=6G K L M N o
HO+CG=H GV+VQ=G b q R s T
W+§=X E+E=L

M 4+ (oG — U \% W X Y
MI+GS =K ME +MQ=R
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Szerkeszd meg a kovetkez6 6sszegvektorokat Q-baol!

u+y VW

\ v \

=3




b) Kilonbség

(i) Bevezetés
Mennyi a 20 - 8? Nyilvdn 12.
Mennyit kell adni az 8-hoz, hogy 20 legyen? Valasz: 12-6t.
Hogy szamoltuk ki? Egyszerden ki kell vonni a 20-bdl az 8-at.

Ha azt kérdezem, hogy mondjuk az lires villamoskocsiba 7-en szalltak f6l. Hanynak kell
még folszallnia, hogy 10-en legyenek?

Valasz: 3-nak.

Vegylk észre: senki sem vonta ki 10-bél a 7-et!!!

Azt nézte, hogy mennyivel kell kiegésziteni a 7-et, hogy 10 legyen.

Pedig: ez az a szam, amit ugy kapok meg, hogy 10-7=3.
Monddka: 10-7 az a szam, amelyet a 7-hez kéell adni,hogy 10.legyen.

(ii) Szerkesztése

Mi is a b—a vektor?

Ugy kell kérdezni: ,Mennyit kell adni az.a-hoz, hogy b legyen?”

Az a vektor, amelyet a-hoz kell adni, hogy b legyen.”

Rajzoljuk fel azt a k vektort, amelyet az a-hoz adva azGsszeg éppen b lesz.
Lathatd: k-t.

b

a =

Vagyiss ha egy pontbdl inditom 6ket, akkor jol latom, hogy mennyit kell adni az a
vektorhoz, hogy blegyen: c-t. Vagyis az a—b=c.

Definicio:

a minusz b vektor az a vektor, melyet b -hez kell adni, hogy a -t kapjunk.

»Modszer két vektor kiilonbségének létrehozdsdhoz”:
Egy'pontbdl inditjuk a két vektort, és a kiilénbségvektor a kivonandod végpontjabdl a
kisebbitendb végpontjaba mutat.

Vv

==-
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Gyakoroljuk:
Adott a, b, c. Szerkeszd meg: a=b, c¢-a, b—(a+c), a+(b—c) vektorokat!

(iii) Ellentettel
9-5=? 9-5 az a szdm, amit az 5-h
v. 9-5 az a szam, amit ug ok zzdadom az 5 ellentettjét.

Definicio:

finicié ekvivalencidja - mddszer a szerkesztéshez

udjuk, hogy ha egy pontbdl inditjuk a két vektort, akkor a kivonandd végpontjabdl a
kisebbitendd végpontjaba mutat a kiilénbségvektor.

Egészitsiik ki az abrat az a és b altal kifeszitett paralelogrammaval. Ekkor lathatd, hogy
az egyik atlévektor az Osszegvektor, a masik a kulonbség. Huzzuk meg a (két)
kiilonbségvektort azonos szinnel!



EmlékeztetS: parhuzamos vektorok 0sszeadasa, kivondsa
u+yv utw w-v v-u

Rovid gyakorlas

AE—AD = AD
DE vegylik észre: AH—EH = AH
Es ekkor mar akdr nem is D 5 =
B=
A E c
G H I
D E F
A E c

em kommutativ, nem asszociativ!

Vigyazat: miveleti sorrend:

Ahogy a szdmok kivonasanal, ugy itt is:
a—b—c # a—(b—c)

Mutassuk is meg!
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c)

Vektor skalarral (valés szammal) torténd szorzasa

Rajzold be pirossal azt a vektort, hogyha a fiu = ﬁ")
kétszer olyan erésen huzza a szankét!
v
& )
Definicio: vektor skaldrral térténd szorzdsa. ‘ 7
A€R. Ekkor:
A=0 = A-a = nullvektor
A#0 = A-a = az a vektor, mely
® hossza:
e allasa:
® iranyitasa:
0= A<0=

(i)

Példaul a —3-v vektor
Hossza:

Alldsa:
Iranyitasa:

Tulajdonsagai
A disztributivitds:
A valds szdmok szorzdsa '@z Osszeaddsra nézve disztributiv (széttagolhatd), (vagyis
,0sszeget szérzunk...”)
azaz ha valds szamok 6sszegétkell egy valds szammal szorozni, akkor az eredmény nem
valtozik, ha az 6sszeadds eredményét szorozzuk a szammal, vagy pedig az 6sszeg tagjait
kilén-kilon szorozzuk ayvalds szammal, majd a szorzatok eredményét adjuk Gssze:
3(4+5)=3:443-5
Tehat az 6sszeg tagonként is szorozhato.

,Osszeg skaldrszorosa széttagolhatd tagok szorzatanak dsszegére”

Legyen a, ‘b és ¢ hdrom tetszéleges valdés szdm. A szorzds disztributivitdsa az
Osszeadasra nézve tehat azt jelenti, hogy a(b+c)=ab+ac
Példaul: 15-(8+2)=15-8+15-2.

Vagyis: ,feltagoltuk a zardjelet”: el6szor a 8-at szoroztuk 15-tel, majd a 2-6t 15-tel, és
utana adtuk Ossze.

Tehat a szorzas az 0sszeget feltagolva részletenként is elvégezhet6.

Forditva nem igaz: 15+(8-2)#(15+8)(15+2)

(Az 6sszeadds a szorzasra nézve nem széttagolhaté...)



A vektorok skalarra torténd szorzasanak tulajdonsagai:
Asszociativ: o(Pa)=p(ca)=0Pa pl.: 2(3a)=3(2a)=6a

Allitas: a vektorok skaldrral torténd szorzasa a vektorok 6sszeadasara nézve disztributiv
(széttagolhatd), vagyis:

aa+Pa=(a+P)a; ofa+b)=ca+ob

Példdul: 5a—3,5a=(5-3,5)a=1,5a

12a+12b=12(a+b)

12a+20b=4(3a+5b)

‘Vagyis pontosan ugy ,mikodnek” mint a valtozok és a valés szamok.

d) Szakaszok daraboldsa

Pl.: szakasz harmadolasa.

Vegylk észre, hogy egybevagd haromszogek és paralelogrammak szuletnek, vagyis ha fent
egyenld szakaszokat ( x x x) mértink fel, és parhuzamosokkal szellink, akkor lent is
ugyanolyan hosszu (y y y) szakaszok sziiletnek.

A H, Ho B

Oszd fel a kovetkezo szakaszt.5 egyforma részre:

E

e) \ektorok linearis kombinacidja
a és b vektor linedris kombinacidjan a kovetkez6 0sszeget értjlik:
oa+fb, ahol o, B €R.
Pl.: a-3b; vagy —% a—2b; vagy 1,5b—7a;

(Az egyik ,valahanyszorosahoz” hozzdadjuk a masik ,valahanyszorosat”)
A trivialis” linearis kombindcié: amikor o=0 és 3=0.
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Gyakorlas

Adott két vektor, amelyeknek csak a hosszat tudjuk: |a|=2 cm és |b|=2 cm. Tudjuk, hogy
|a+b|=3. Szerkessziik meg ezt a két vektort.

Adott az u és a v vektor. Szerkeszd meg: a =2u-1/2-v; b=3u+v/2

A |




b) Adott az a és a b vektor. Szerkessziik meg két vektor kdvetkez linearis kombinacioit:

2
a—2b illetve —§g+g (ird is rajuk a linearis kombinaciot)

\/ b S

c) Rajzolj 3 olyan vektort, amelyek 6sszege 0. Majd 4-et!

Qo

d) Tetraéder:

a,b,c-bdl:

e)
Allitsuk eze
szédos
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f) Adottaésb. Szerkeszd meg a kévetkez6 vektorokat:

ath o=t wt o f2d
2 2 -2

g) Parhuzamos vektorok dsszege, kiilonbsége:

2a+b
a
——
b
VI/8) FelezGpont és egyéb orlas
a) Szakasz felez6po mutatoé

yits
= a fele

be, hogy egy Q pontbdl egy négyszog négy csucsaba mutatd vektorok dsszege
ntokba mutaté vektorok 6sszegével!




c) Gyakorlas (megadom az eredményvektor kezd6pontjat)

A B c D E A B c D E
F G H J F G H | J
K L M N 0 K L M N o
P Q R S T
u v Wi X Y

GM+LN =P
HR—LN=D
HG +BD =R
MS—NS =H

—_— — — —

WL+LH+HA+AW =T

VI/9) Vektorok koordinatakkal

a) Vektorok koordinatai
Vegyiik észre, hogy barmely vektort
Irjuk mellé egyszerlibben a legyartas

1;,-2)
egyenl@ségjelet!

-3

Legyen a vektor 1. koordinatdja az i egyutthatdja, a masodik pedig a j egyttthatdja.
Vegyiik észre: csak azok a vektorok egyeznek meg, melyek koordinatai ugyanazok, és
amelyek koordinatdi ugyanazok, azok egyenlék!

95



VIl. A Parhuzamos eltolas (egybevagdsagi transzformacio)

VII/1)  Definicidja és tulajdonsagai

a) Mit dllapithatunk meg, ha egy asztalt odébb tolunk? ]

Definicio: ,Eltolas”
adott v # 0. Ekkor:
EY): S—S; P> P’

5
ahol: PP'=y,
(Ha v=0, akkor identitas, de ezzel nem foglalkozunk)

b) Példak ra:
tanm_geometria_B_7 2 eltolas_bevezete

ElGszor kézileg, szerkesztés nélkil: Tolju

b

kzatokat 8egadott vektorral!

nosen egyértelm, vagyis injektiv
Az injektiv figgvény definicidja jelekkel:

® Fixpont, fix egyenes, invarians egyenes
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VII/3)

Végezziink eltolast

EF szakaszt— vagyis a két végpontjat... u-val (illetve egy rd illeszkedé e egyenest)
Négyzetet az AC atldvektor felével
Kort egy hurral

D
A parhuzamos szaru szogek — és a kordbbi szogp

Egyallasu sz6gek azok, melyek eltolassal egymas k, vag
szaruk parhuzamos és ugyanabba az iranyba mutat.

Kiegészitd szogek — Tars
Rajzolj alajuk nem ugyanc

tt allasu szogek: Valtészogek — csucsszogek (Lattuk)
Rajzoljunk ilyet!
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VII/4)  Azismert szogparok 6sszefoglalasa

” XA

kiegeszito: c+B=180"
|| szapuTes o=p

egj.'é}]ésﬁ:
7

P

valtoszdgpar: o=

forditott allasa u=p

[£4

J_ sEaiak

potszbgek: c+p=90"
o

Rajzold be 6ket a tablazatba

Pétszog 1 szaru Kiegészit6
(l+[_))=90° (x+B=1800
1 szaru 1 szard kieg.: altalanos
90° forgatas mellékszog
o=B forgatdsa 90°-
kal

o+p=180°

2 2
CsUcsszOg par: Tarsszog || -0s szaru
P
2
Mellékszog




VII/5)  Szogparok gyakorlasa - keressiink szogparokat

Vi

o (alfa), B (béta), y(gamma), d (delta), € (epszilon), { (zéta),
1N (éta), O (théta), 1 (idta), K (kappa), A (lambda), W (md), v (nd), & (kszi),
0 (omikron), T (pi), p (rd), o (szigma), T (tau), v (Upszilon), @ (fi), x (khi), ¥ (pszi), ® (6mega)

oést:

Y és A:
LésT:
Yésp:
0és 1n:

1és T:

 -val = meréleges széru:
o -val kiegészité merdleges szaru:
0 -val egyallasu:

o valtészoge:

€ egyenl6 merdleges szaru:

X mellékszoge:

A pétszogparja:

V csucsszogparja:

)=E¥Y()=EY()° EY()
EY(EY( ))=E¥*Y( ) = E¥(EY( ))

Vagyis: ha eltoldst végziink el6szor egy u vektorral, majd utana egy v vektorral, akkor az
olyan, mintha egyetlen eltolast végeztiink volna: (u+v) vektorral.
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b) Adott egy d szakasz és egy BQA korcikk.
Szerkesszlink QA sugdrral parhuzamos, d hosszusagu szakaszt, melynek egyik vége a

koriven, a masik a QB sugdron van.
"Mintha mar kész lenne” abra ,Vakabra”

B B

~

c) Adott egy trapézbdl: a, b . ndé a trapé

,Vakabra”

(=P8 [l (o ulll |




d) Adott egy d szakasz, és egy kor. Szerkessziink a kdrbe egy d hosszusagu, vele parhuzamos
hart.

"Mintha mar kész lenne” abra ,Vakabra”
K

K

N N
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b) Adott két kor, illetve A és B pontok. Kell az a paralelogramma, amelynek két csticsa A és B,
a masik két csucsa a két korre esik.

"Mintha mar kész lenne” abra ,Vakabra”

VII/8) elyre torténd tukrozés
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VIIl. Transzformaciok ismétlése

VIIi/1)
a)

b)

d)

e)

Vii/2)

A négy transzformacionk kozos jelzéje: ,egybevagdsagi transzformacio”

Sorold fol a szimmetrikus trafokat

Mely transzformacidknak van invarians korlatos alakzata?

Lehet-e 13 kilonbo6z6 tengelyre vald tikrozés egymasutanja identitas?

Létezik-e kozéppontosan szimmetrikus haromszog?

Van-e olyan alakzat, amelynek pontosan 3 szimmetria tengelye van?

Szimmetrikus sikidomok 6sszegy(jtése

Rajzolj a megfelel6n szimmetrikussalakzatot = v. kicsiben rajzold le

Tengelyesen K6zéppontosan Forgasszimmetrikus

VIii/3)
a)

Transzfarmaciok szorzata, kompozicidja
Def..Két (vagy tobb) geometriai transzformaciénak az egymds utdni elvégzését a két (vagy
tobb) transzformacio szorzatanak, kompoziciéjanak nevezziik.

Pl.: Adottak a kdvetkez6 transzformdciok: E¥; t( ); Q**>°(); R()

Ekkor kompozicidk: EXU(t()) vagy Q***'(t(R()))

Definicio: ... két alakzat egybevagd, ha J egy vagy tobb egybevagdsagi transzformacio,
amelyek egymas utani alkalmazasaval az egyik alakzat a masikkal fedésbe hozhaté.
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Vii/4)
a)
b)

c)

Ismétl6 feladatsor

All.: konvex sokszog kiilsé szogeinek dsszege=360°.

Flggvény

(i) Definidld: injektiv fv.; fv. fixpontja,

(ii) Keresd meg az x*> —4x+6 hozzarendelési fv. fixpontjait.

(iii) Egy sokszognek 51-gyel tobb atléja van, mint a nala 3-mal kevesebb csucsinak. Hany
csucsa van?

Trafok + egyéb

(i) A kp-os tlikrozés definicidja.

(i) Mely trafé szimmetrikus? Melyik koruljarastarté? Melyiknek van korlates, invarians
alakzata? Sorolj fel ilyeneket!

(iii) A kp-os tukrozés legfontosabb példdja, illetve a trapézzal kapeselatos legfontosabb
példank.

(iv) Adott egy ABC4 AB oldaldn egy P pont. Kell PQR egyenl6oldalu A, olyan, hegy Qe 3,
Reb.

(v) Adott egy A-bdl: c; sa; mc. Szerkesztendd A.

(vi) Az ABC4-be irjunk PQRS paralelogrammat ugy, hogy PQ €,AB, Re BC, Se CA PQ=adott d
hossz.

(vii) Egy o sz0g a kiegészit6 sz6gének harmadanal 20°-kal nagyobb.Mekkora a?

(viii) Vektorok 6sszeaddsa, kivonasa

(ix) a(=5;4) b(6;,-3) add meg a kdvetkezo linearis kombina€iojuk koordinatait

c ; ).Ahol:g=2g—gg.

(x) Egy 8 cm és egy 10 cmosszu, vektor kilonbségének hossza 18 cm. Mit mondhatsz
réluk?

(xi) Egy egyenl&szaru derékszogli A-béladott a derékszogi csucs: C, illetve az A-n dthaladé
K kor és a B-n athalad6 e egyenes. Kell a 4.

(xii) Egy hegyessz0gli A-ben meghuztuk a magassagvonalakat és a kozépvonalakat.
Keress azaldbbi szogparokhoz példakat:
Egyallasu; merdlegesiszaru egyenl6; potszogpar;
merGleges szaru kiegészits; valtdszogpar;
esucsszogpar; mellékszogpar

(xiii) A félszabalyos haromszog jellemzéi.

(xiv)) Mondd ki a hdaromszog-egyenl6tlenséget kétféleképp is.

(xv) Egy-haromszog két oldala: a=10,8 cm és b=17,3 cm Mekkora lehet a c oldal?



Geometria C: A haromszogek

l. Elnevezések, csoportositdsok
I/1) Elnevezések, definicidk c

irjuk le a vonalak, pontok nevét!

Oldalfelez6 merdleges: egy pontban metszik egyma a haromszog koré
irhatd kor kozéppontja.
Vegylik észre: tompaszoglinél Q a 4-6n az atfogo felez6pontja!

A c B

Terilet: Ta=p-s A c B
ahol: s=félkertlet, p=beirt kor sugara
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Magassagvonal: A csucsbdl a szemkozti oldalegyenesre allitott meréleges szakasz (v.
egyenes — attdl fligg, mit akarunk). Egy pontban metszik egymdst, ez a magassagpont
(M), (amely tiikérképe az oldalakra és az oldalfelezékre rdesik a hdromszég kéré irt
kérre.)

Vegylk észre: a tompaszoglinél m¢ és my, kivil halad, igy M kivil van a haromszogon!

B
szekotd szakasz (vagy egyenes).

t (S), amely az oldalhoz kozelebbi

sz0g: a bels6 szogek mellékszoge (egy csucsndl 2 is van bel6le, de azok
csucsszogek!) A 1X/1 els6 abréjan: 3.

Haromszogben a bels6 szogek 6sszege: 180°. Kiilsé szogek 6sszege: 360°.
Haromszogben egy kiils6 sz0g = a két nem mellette fekvd bels6 sz6g 6sszegével.

K6zépvonal: két oldalfelez6 pontot 6sszekdt6 szakasz. Parhuzamos a harmadik oldallal
és annak fele. Ld. fenti abra, pl.: FoFa=< és FpFa || c.
2

106



tzatb+c
2

Ateriilete: (oldal szorozva a hozzatartozé magassag)/2 7 - & M. _b-m, _c-m,
2

Jelolések: k=kerllet=a+b+c; s=félkerile

A teriilete: beirt kor sugara szorozva a kerulet felével: p-s
(Beirt kor sugara: p, félkertlet: s)

Mérj, és szamold ki mindkét haromszog teriiletét (magassaggal, beirt kor sugardval).
C

Kor kerilete: d-. (d=atméré=2r)

Kor teriilete: r’w

355 )
1=3,14159 = — (az els6 hat
113

60°—os korcikk tertlet

Egy 72°-os korcikk teriilete = 251,3 cm?. Mekkora a sugara?
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I/2) Csoportositasok

Szigek

Hegyesszdgd Derékszagd Tompaszagd

Oldalak

Minden oldal
kildnbazd ‘

R

" =90

=20
Fontosan a ®
o . =|3=45 =
két oldal x“« y=In />iﬂ a=p<45
o e=[F>45
egyenld
. o=P=y=60"
Egyenld-
oldald

Egyenld szard

Oldalak kozti kapcsolat; Szogek kozti kapcsolat
11/1) Haromszog oldalai kozti kapcsolat: a haromszog-egyenlétlienség

a)

b)

A szokasos és a ,,sorrendes”

A szokdsos: barmely két oldal 6sszege nagyobb, mint.a harmadik.
a+b>c b+c>a c+a>b
Elég-e csak kettd ezek kozul?
Nem —|asd abra: q -

b
.
Sorrendes: a két nem legnagyobb 6sszege nagyobb a harmadiknal.

Legyen: a<b=<c

Ekkor elég: a+b>¢
Hiszen adegnagyobbhoz barmelyiket hozzdadva a harmadiknal mar csak nagyobb oldalt
kaphatunk.
Vagyis a két nem legnagyobb 6sszege nagyobb a harmadiknal.

Alappéldak a 4 egyenlGtlenséghez.

Adottegy.A-bél két oldal. Milyen értékek kozott valtozhat a harmadik?
Pl.: a=5,3 és b=2,1.

Mutasd meg, hogyha egy 4-ben az a oldal a legnagyobb, akkor 2a; b; ¢ oldalakbdl nem
szerkeszthet6 haromszog!



Allitas: konvex négyszégben a két 4tlé 6sszege kisebb, mint a keriilet!
Biz.:

Allitas: konvex négyszogben a két atld dsszege nagyobb, mint a félke
Biz.:

[1/2) A haromszog szogei kozotti k
a) Tétel: A Akllsé sz6ge m

Biz.:
Sokszor egy jo v

v6 bels6 szog dsszegével
C

els6 szogeinek 0sszege 180°
géd Tétel): az el6z6 tétel! C

B+06=180° B+(o+Y)= 180° v/
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c) Tétel: Akilsé szogeinek 6sszege 360°

a) Allitds: A-ben az egy csticshoz tartozd kiilsé és belso szogfe egymas

d) Gyakorlépélddk a A szo6gosszegeihez:
(i) Adott egy derékszogl haromszog

B_T.

2o° Kell o, B.

meg, hogy AT.+MT.=a.




(iii) Egy haromszog bels6 szogeinek aranya 4 :7:1 Mekkordk a szogek?

(iv) Adott egy A. fyszogfelezd. All.: yi—712= o — B
Biz.: -
(Aminek nincs neve...)

(v) Egy szogbe az abra alapjan egyenl6 szakaszokat rajzolok az egyik szartdl a masikig.
o=15° fB=?

1I/3) A-ek egybevagdsaganak —illetve egyértelm(i szerkeszthet&ségének alapesetei
a) ~Atételek — az egybévagdsagi eseteket mondjuk el szavakkal is!

(iy ABC4=A'BCs< a=a'; b=b'ésc=c'
Egy ABCx egyértelm(in szerkeszthetd, ha adott 3 oldala.

(i) ABCy= A'B'C'4 < a=a'; b=b'ésy=7.
Egy ABC,4 egyértelm(in szerkeszthetd, ha adott két oldala és a kozrezart szog.

(iii) ABC, = A'B'C's <= a=a"; B=p ' ésy=Y".
Egy ABC4 egyértelm(in szerkeszthetd, ha adott egy oldal és a rajta fekvd két szog.

(iv) ABC4= A'B'C'4 & a<b, a=a'; b=b' és a nem kisebbikkel szemben fekvé szogik: B=p’
Egy ABC4 egyértelm(in szerkeszthetd, ha adott két oldala és a nem kisebbikkel
szemben fekvd szog.
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b) Gyakorlopéldak
(i) Deltoid (ha ugy van definidlva, hogy két-két szomszédos oldalpar egyenld.) Allitas:
DCB_, =DAB..

C

(ii) Hibds gondolat: 3 sz6g és 1 oldal megegyezik,
Pl.:

Tétel: kils6 pontbdl egy kor akaszok hossza egyenlé.

Biz.:
ST: (Segédtétel: kés6b
érintdjére.

pa huzott sugadr merdleges a kor

(Aminek nin tudunk gondolkodni!)

Megmutatjuk, hogy
Ugyanis:

Szakaszok egyenlGségének bizonyitdsahoz



11/4) Osszefiiggés a A oldalai és szdgei kozott

TETEL: a=b o a=p és a<b & a<p

Vagyis: A- ben egyenl6 oldalakkal szemkozt egyenl§ szog van, egyenl6 szogekkel szemkozt
pedig egyenld oldal, —illetve nagyobb oldallal szemkdzt nagyobb szog van, és nagyobb szoggel
szemkozt nagyobb oldal.

e All.:a=b = o= Vagyis A-ben egyenl6 oldalakkal szemk&zt egyenls szdg van.
Biz.:

ottyant” tét egyenldszaru A - ben

yenl8szaru haromszog egyik szoge 72°. Mekkora lehet a masik kett§?
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e All.:a<b = a <P Vagyis 4-ben nagyobb oldallal szemk&zt nagyobb szég van.
Biz: (A szogek jelolése: o az A csucsnal, 3 a B csticsnal.)
Nézziik az ABCs-et (Iathatdn hosszabb a b oldal).

° (el6bb micsak oldalbdl kbvetkeztettiink szégre!)

mindig igaz egy 4-re és csak az egyik.

o és P kozti osszefliggés is teljes eseményrendszer. Ezért a kdvetkezések

Rl

Amit bizonyitani kellett. (Q.E.D.)



11/5) Gyakorlas
a) a<b<c. Kétszog: 90° és 50°. Mekkora a 3. szog, és melyik szog melyik?

Mo.:
Erdemes rajzolni...

A 3. sz0g:

b) y=90°. c=10. Mekkora lehet a keriilet minimuma és maxi
Mo.:

Ugyanakkor:

Osszefoglalva:

an a y) Mit mondhatunk az oldalak nagysagbeli sorrendjérél?
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A A nevezetes vonalai, pontjai, korei: 1 rész
[11/1) Oldalfelez6 merélegesek = A koré irt kor kozéppontja
a) Tétel: A-ben az oldalfelez6 merélegesek 1 pontban metszik egymast, és ez a pont a A4 koré
irt kor kozéppont;ja.
Segédtétel: Pe fi; < d(P;A)=d(P;B)
»Az AB szakasz felez6meré6legesének minden pontja egyenld tavolsagra van a szakasz két
végpontjatdl, és csakis ezek a pontok ilyen tulajdonsaguak.” ,,Mértani hely”:
Vagyis: két ponttdl azonos tavolsagra talalhaté pontok
mértani helye a két pont szakaszfelez6 merélegese.
A segédtétel bizonyitasa:
1. rész:
Vagyis: A szakaszfelez6 meréleges V pontja
egyenl6 tavol van a szakasz két végpontjatol.
Jelekkel: be kell Iatni, hogy:

Pe fin =d(P;A)=d(P;B)

lgaz, ugyanis: A \ \B
Ha P=Fa vV FaB

Ha P#Fas és Pe fAlB, akkor: AFasPa= FasBP4> mert kétlidldal és a

kdzrezdrt sz0g megegyezik. (AFas=BFas ésyFasP koz0s, sz6g: 90°)
igy AP=PB v/

P

2. rész:

Vagyis: Ha egy R pont egyenl6 tavolsagra.vaniegy szakasz két végpontjatoél, akkor rajta
van a szakaszfelez6 merélegesen.
Jelekkel: be kell latRiyhogy: d(R ; A)2d(R ; BJ=SRe [ R
Igaz ugyanis:
Ha: R=Fss v*
Ha R#Fas és RA=RB,
akkor késsiik 6ssze R-t Fag-vel.
Ekkor: AFasRa= FasBR4, mert oldalaik egyenlék.
(AR=BR; AFas=BFag és FagR kf)Zf)S)
igy AFasR_=RFasB_, 6sszegiik 180°,

ezért kilon-kialon 90°-osak, vagyis Re fAJ;B v ‘N
F
Fététel biz.: g e
afb=>31 Qe f N f,". il &
a b ', f:k I _I_J'--I-.-HLI\'
i W o - | 1
€ f-=0C=0B N7
0 f“l ee=0 = QA=0B= Qe f B\ AT Erif;;’
0 f: = 0C=04 X
Nyilvan ez lesz a A koré irt kor kézéppontja, //f r"\%‘@ H'h
hiszen QA=QB=QC. Ez lesz a sugar. A — ‘B
PN

(Rajzold is meg a kort!)



b) Alappéldak:
(i) Szerkessz A koré kort: hegyesszogli, derékszogd, tompaszogl

C C
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(iii) HF-hoz.: pont kortél valé tavolsaga.
d(P;K(Q;r))=1d(P;Q)-r| K
Vagyis...
Kils6 pont:

Kérpont:

Belsé6 pont:

(iv) Emlékezziink
Az egyenlBszaru A alaphoz tartozé magassaga két egybevagd, deré
osztja a A-et!

A derékszogli A atfogdhoz tarto
melyeknek a megfelel§ szogei eg

A -re osztja az eredetit,
A megfelel6 szogeivel.

y hegyesszogl haromszoget fel lehet darabolni 3, 4 illetve * 5
Oogre és igy tovabb... (Nem kell az egyenlGszaruaknak



[11/2) Szogfelez6k = A -be irt kor és hozzairt kor

a)

b)

Tétel: Haromszogben a szogfelez6k 1 pontban metszik egymast, és ez a pont a 4-be irt kor
kbzéppontja.
Biz:
ST: Az oo konvex szog fo szogfelez6jének minden pontja
egyenld tavolsdgra van a sz0g szaraitdl, és csakis ezek
pontok ilyen tulajdonsaguak. Mértani hely!
(Vagyis: konvex szog két szaratél azonos tavolsagra
talalhatd pontok mértani helye a sz6g szogfelezbje.)
Biz.:
1. rész: a szogfelezd pontjai ilyen tulajdonsaguak:
Ui.: Pefo, P vetiiletei a két szaron P1 és P,. igy AP1P.=APP,,, mett egy oldal és ayrajta
fekvé két szogitk megegyezik. Igy az egyenls szogekkel szemkoztioldalak is: PP1="PP,.

A

2. rész: amely pont ilyen tulajdonsdgu, az csakis aiszakaszfelezénilehet.

Vagyis: Q€ fo < QQi= QQa.

Vegylk Q-nak a két vetliletét a két szaron: Q1 és Q; €sikossiik 0ssze Q-t A-val. Ekkor:
AQQ:4=AQ1Q4, ugyanis két oldaluk megegyezik és a“nagyobbikkal szemkozti szog
mindkett&nél derékszog. igy Q2AQ_=QAQ:_, vagyis kiillon-killén o/2, vagyis Q& fas.

F6tétel biz: %
o+P<180°=3! Qe fufs.
Qe fo = d(Q;c)=d(Q;b)
Qe fo = d(Q;c)=d(Q;a) 7
=d(Q;a)=d(Q;b) = Qefy v 4 ’ B

Nyilvan ez lesz a_4=be irhat6 korkozéppontja:

Figyelem: csak.@zegyenl&szarhA-eknél van egyediil, hogy
a beirt kor érintési pontja az alapen megegyezik a szarak
altal bezart szog szogfelez6je altal az alapbdl kimetszett
ponttal. Egyébként a sz6gfelez6k mashol metszik az oldalt,
mint ahol a beirt kor érint!

Rajzold be a sugarakat és a szogfelezéket!

Tétel: A-ben egy bels6 és a masik két szog kilsé C E

szogfelez6je egy pontban metszi egymast, és ez a A bels§ szoggel szemkozi oldalhoz
kivilrol hozzairt korének kp-ja.
Bizonyitasanak logikaja az el6z6 tétel bizonyitasa.
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c) Tétel
A-ben a C csucstél a szemkozti ¢ oldal kiilsé érint6koréig huzott érintészakasz hossza
s (félkerilet), illetve az a és b oldalegyenesek be- és hozzairt kor kozé esé érintészakaszaik
hossza egyenld a c oldallal.
Csak annyit bizonyitunk, hogy CEy’=s (félkertlet)
Emlékeztetd: 11/3/b/iv: Kils6 pontbdl egy korhoz hizott érintészakaszok hossza egyenlé.

d) Példak
(i) Tet

-U A-ben:

a+b-2p=c




(i) Alap: Szerkessz A-et, ha adott: k és o és f3.
Mo.: Alapgondolat
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IV. A Thalész tétel

122

IV/1) Bevezetés: a mértani hely fontossaga
IV/2) A Thalész tétel kimondasa - bizonyitasa
Az AB szakaszra mint atmérdre emelt kor AB-n kivili pontjaibél az AB szakasz L (90°) alatt
[atszik, és a sik csak e pontjai ilyen tulajdonsaguak. Ezt a hianyos kort hivjuk az AB szakasz
Thalész korének.
Vagyis: Ce AB szakasz Thalész kore < ABC4 C-ben derékszogd.
Biz.:
C
Vegyik a Thalész kor egy A és B-n kiviili C pontjat. &
Ekkor az AQC4 és a BCQa egyenl@szaru.

, ade o208 B A
lgy a ACQ_=0. és a BCQ_=P. ; a
200+2B=180° = a+ P =90°=y=90° v

lgazdbdl nem azt fogjuk bizonyitani, hogy ha az AB-t derékszog alatt Iatom egy C pontbdl,
akkor Ce AB Thalész kore, hanem a kovetkez6t:
Ha C belil van a Thalész koréon = y > 90°
Vagyis a koron belil tompaszog alattdatom az AB-t
Ha C kivll van a Thalész koron = v < 90°
Vagyis a koron kivil hegyesszog alatt [atom az'AB-t

Bz m
C belsé pont
Kosslik 0ssze A-val és B=vel.
Az AC meghosszabbitasa C'-ben metszi a kort. 4 . g
Rajzoljuk meg azAC’B s-et.
Ez el6z6 bizonyitasalapjan derékszdgdl: Y = 90°. ¥
Mivel Ya GC€’Ba kiils6 szoge, ezért y=90°+€ > 90° v/

Ckilsé pont

Kossiik A-val és B-vel.

Az egyik ilyeniszakasz biztos belemetsz a Thalész korbe.

Legyen.a.metszéspont C'.

Ott a keletkezett szog

az el6z6 bizonyitas alapjan: yY=90°. A . B

Mively @ CCAanem ymelletti kiils6 szoge,
ezérty=90°-€<90° v

igy: az AB Thalész kdron kiviil 2 olyan pont, melybdl 90° alatt Iatndm az AB szakaszt.
Tehdt bebizonyitottuk a tételt.
A Thalész kor végeredményben egy atmérd két végpontjanal lukas kor.



Ujra, kézzel kitdlteni: Az AB szakaszra mint 4tmérére emelt kér AB-n kivilli pontjaibél az AB
szakasz L (90°) alatt latszik, és a sik csak ezen pontjai ilyen tulajdonsaguak. Ezt a hidnyos kort
hivjuk az AB szakasz Thalész korének.

Vagyis: Ce AB szakasz Thalész kére < ABC4 C-ben derékszogd.

Biz.:

Vegylk a Thalész kor egy A és B-n kivili C pontjat.

Ekkor az AQC4€sa BCQA ecoeveveeeeeeeceeeereere A B

Igazabol nem azt fogjuk bizonyitani, hogy ha az AB-t dérékszog@latt latem egy € pontbal, akkor
Ce AB Thalész kore, hanem a kovetkez6t:
Ha C belil van a Thalész kron = y>90°
Tehat a kéron belll tompaszog alatt [atom az AB-t
Ha C kivil van a Thalész kérén = y<90°
Tehat a koron kivil hegyesszog alatt [atomaz AB-t
Biz.:
C bels6 pont
Kossiik 6ssze A-val és B-vel.
Az AC meghosszabbitasa C’-ben metszia kort. Q
Rajzoljuk meg az AC’Bs-et.
Ez el6z6 bizonyitas alapjan .......... oot Y=o,
Mivel Ya CC’'B kiilsGsz0ge, ezért Y=.bn......... ol v

C kuls6 pont
Kossuk A-vahés B-vel
Az egyik ilyen szakasz
biztosdelemetsz a Thalészkorbe. A B
Legyen a metszéspont C'. U

Ott a keletkezett szog
az el6z4@ bizonyitas alapjan: y=...............
Mivel®y'a CCAanem ymelletti kiilsé szoge,

(Az AB egyenes pontjai természetesen nem megfelel6k —igy mindig van ABCa.)
igy: az AB Thalész kéron kiviil 2 olyan pont, melybdl 90° alatt Iatndm az AB szakaszt.

Tehdt bebizonyitottuk a tételt.
A Thalész kor végeredményben egy atmérd két végpontjanal lukas kor.
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IV/3) Alappéldak
a) L-4 A-bél adott: c és mc. Kell A.
Mo.:
C

b) Szerkessz kiilsé pontbdl korhoz hazott érin

>

K

P

Valéjdban nem kellene a Thalesz tétel, anélkil is szerkeszthet6. Hogyan?
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¢) Adott egy A-bl: To, Ts. és fi Szerkesztendd a A.
Mo.:
Mintha mar kész lenne... Vakabra

f

£ ¢ felezbmerdlegese
¢ felezébmerélegese

IV/4) Két kor kozos érintdi
K6z06s kilsé érinté: tanm_geom

g, és a Q1E1’ befogd nagysaga ismert: |ri—r:|.
(Itt szoktak 6sztonbsen ravagni a diakok, hogy a befogd r,, pedig nem annyi! ®)
E, € Thalesz, ,,

E e K(Qs|n-1))

Qi1E1" meghosszabbitasa megadja Ei-et,
illetve E1’Qz-re merdleges Qz-ben megadja E»-6t.

}:> E, € Thalesz, , N K

125



126

A ,Mintha mar kész lenne abran”:
Hazzunk a két kozéppontbdl meréblegest a két érintési pontba,
majd Qi-b6l parhuzamost az érintével.

Lathato, hogy a keletkezett Q1Q2E>" A derékszogl Ey'-b
Ez a A szerkeszthetd,
hiszen derékszog(, és a Q:E,’ befogd nagysaga ismert: ri+
E2’e Q1Q2 Thalész kore

E)’eK(Qz; ri+r2 ) sugaru kor.

= Ey’e ThalesznK

Q:E>" kimetszi k2-b6l E>-6t,

illetve Q1E,’-re merdleges Qi-ben kimetszi

Gyakorlas
Szerkeszd meg a masik kozos kiilsé



Mutasd meg, hogyha két egymast érint6 kdrnél meghuzom a kdzos kiilsé és belsd érint6t, akkor
a Q1QuF és E1EE; hdromszogek derékszogliek!

Biz.:

IV/5) * Példa a mértani hely fontossagara
Adott egy K(Q;r) kor és rajta kivil egy P pont. |
Mi a kor és az egyenes altal kimetsze
(tanm_geometria_C_4_3_e.ggb)
Mo:
1. Megmutatjuk, hogy

sszlink egy e egye P pontra és forgassuk.
elez()'pontjiinak mértani helye a sikon?

2. Kérdés:

a korbe es6 szakaszat a h hur felezi.

a) Egyharomszog egyik oldalandl 1 egységgel kisebb a hozzatartozé magassaga. A teriilete 10
egységnégyzet. Mekkora az adott oldal?
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IV/6) Gyakorlopéldak
a) Szerkessz A-et, ha adott: T,, T és c egyenese!
Mo.:

V. Anevezetes pontjai, korei: 2. rész: Magassag = magassagpont
V/1) All.: a magassagvonalak egy ponton mennek at, és ez a magassagp

egylk észre

, i c M
Eszrevételek: T
Ta Iz I
5 7
s i
c=m
A T B A T, B n
=T,
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V/2) Példak
a) Mely A-ek magassagpontja taldlhaté meg az
abran — és melyik az?

b) All.: 4-ben: MT,CT, egy kdrén van.
Hany pontnégyest lehet taldlni, amelyek egy koro

c) All.: 15°-0s L-G
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d) A szogei: 0=72 =45 Yy=63°. Mekkora szogekben latszéddnak az oldalak az M-bdl, és a
korulirt kor kozéppontjabol?

N C

e) Adottaz ABCy, Ta, T, Te, M. Hany ,,nég az abran? Van-e a-val, B-val illetve

Y-val egyenld, vagy kifejezheté ?

me=fy=sc=fc




Gyakorlds: Egyenl&szaru A-bdl adott a c alap és R (koréirt kor sugara).
Kell az egyenl6szaru A.
Mo:

VI/2) Egyenl6oldalu A4

C
a=b=c & oa=p=Y.
Mc= f’yE Sc = flc.
maEfaESaEfJ'a.
Fb Fa
A B

[+

yenl6oldalu A, ha adott a+mq .
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VI/3) Félszabalyos
Adatai, tulajdonsagai

V1/4) Derékszog( A. ird be a neveket, szégeket. Az dsszefliggéseket alabb
ird le szavakkal is!
Ce AB Thalesz

R=c/2
T=ab/2

a+b-2p=c

Egyenl6 szaru derékszogl: ,félnégyzet”

Adott k, o. Kell

ell derékszogl A.
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VI/5) Az aranymetszés A-e: 36°, 72°, 72°

Szamold ki a szabalyos 6tszog belsé sz6 at, a kozépponti szoget, illetve az ABD

haromszog szogeit!
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Geometria D: Négyszogek, sikidomok és terliletszamitas
l. A négyszogek
I/1) Elnevezések, csoportositasok
Trapéz: 3 parhuzamos szemkozti oldalpérja D c ¢

Fontos otletek a trapézzal kapcsolatban + a terilete

Deltoid: két-két szomszédos oldala megegyezik.

e egyik atlora tengelyesen szimmetrikus négyszog
e azegyik atlé a masikat merdlegesen felezi.
Fontos otletek a deltoiddal kapcsolatban + a teriilete

Paralelogramma: szemkozti olda

Fontos Otletek a paralelogram

a, amelynek J derékszoge < minden szoge derékszog
ma, melynek atloi egyenl&k

D c C
d b
A 3 B
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Rombusz:

e oldalai egyenl6k (szemben téglalappal, melynek azonban a szogei egyenlék)

e Mindkét atldjara tengelyesen szimmetrikus négyszog (vagyis atldi egyben szogfelezdk is)
e Atléi merdlegesen felezik egymast

Lényeges tulajdonsdga: szemkozti oldalai parhuzamosak (vagyis 6 paralelogramma, de
specidlis). Ezt a parhuzamos szerkesztésnél hasznaltuk ki.

Fontos otletek a paralelogrammaval kapcsolatban + teriilete

Négyzet — vagyis a szabalyos négyszog: oldalai és szogei egye

»A négyzet sziiletése”

Deltoid: 1 atléra tengelyesen szimmetri
Hlrtrapéz (szemmetrikus trapéz): Az c
négyszog

Rombusz: a 2 atléjara tengel
Téglalap: az oldalfelezé o Zi etrikus négyszog
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I/2) Atlok szdma, belsé szogek dsszege

Ay

Az

Ay A

Konvex sokszog - belsd szogek 6sszege:

Konvex sokszog - kiils6 sz6gek dsszege:

Atlok szama:

Szdmolds: Egy n oldalu sokszog atléinak sz
Mo.:

20 ember talalkozik. Mi kézfogas lesz igy?

Hany ember tal3 6 kézfogas tortént?

I/3) Ren rezzik 6

Deffoid




Adj példat a kdvetkez6 tulajdonsagu négyszogre:

tengelyesen szimmetrikus:
van két-két egyenlé oldala:
van négy egyenl§ szoge:
kézéppontosan szimmetrikus:
atléi egyenlék:

o Atldk felezik egymas:
I/4) A paralelogramma

b)

(i) ,oldalak”
. Alapdefinicio: a szemkozti oldalai parhuzamosak;
. a szemkozti oldalak egyenlék;
(ii) ,szogek”
] a szemkozti szogek egyenld
. az egy oldalon taldlhato sz
(iii) ,tlikrosség”
. kézéppontosan s
. atléi felezik egy
(iv) , kakukktojas

C

pvonala (két szemkozti oldalfelez6 pontot 6sszekot6 szakasz) parhuzamos és
a megfelel6 oldalparral — bizonyitsuk valamelyik ekvivalens definicié segitségével.

D C
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b) A paralelogramma szerkesztése:
a=6; 0=45°, m,=3.

d) Specialis paralelogramma: rombusz és téglalap

(i) A Rombusz olyan négyszog, mely oldalai egyenlék <
< Olyan négyszog, mely atléi merélegesen felezik egym3
(ii) A Téglalap olyan négyszog, mely szogei egyen

D C

A

Egy paralelogramm
mint a hozza tartoz

3
[

talalhato két szog: kiegészit6 szogek / 5, 1807y
A a E

K6zépvonala:

c) A szimmetrikus —avagy hurtrapéz




e) Szerkesztése —avagy a trapéznal a két kotelezd otlet

Adott: a;b;c;d. Kell a trapéz. OTLET:

D. €
/_\
A a B

Adott: a+c; m;b;d Kell a trapéz. OTLET:

a+c

d) Terllet

I/6) Deltoid

sikat merdlegesen felezi.

ogy az egyik atlé a masikat merdlegesen felezi (a

C
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f)  Tulajdonsagai: gyakorlatilag az ekvivalens definicidéi tartalmazzdk a
tulajdonsagokat. -

g) Szerkeszd meg a deltoidot, ha adott g, e és f. 5 5

h) Terllete: e-f/2. (,atlok szorzata per kett6”). KésGbb belatjuk.
I/7) Az érinténégyszogek

—azok a négyszogek, melyekbe egy — mind a négy oldal
i)  Tétel: Egy konvex négyszog akkor és csak
szemkozti oldalanak 6sszege egyenlé.

Biz.: csak az egyik irdny: ha egy négyszog érinténégyszog = s zti oldalainak 6sszege
egyenlé.

A a
t (rajzoljunk is kicsiben)

Vigyazat: az érintStrapéz altaldban nem hurtrapéz! Es a hurtrapézok kozil is a legtdbb nem
érint6trapéz.
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II. Sikidomok keriilete, teriilete
[1/1) Kerilet

Sokszogeknél: oldalak hosszanak 0sszege
Kor:d-w =2rn (d=4tméré — , diaméter”)
5 egység oldalu négyzet kerliilete:

5 egység sugaru kor kerilete:

A ,legnagyobb nehézség”: mértékegység atszamitas:

5dm = cm
5dm?= cm?

11/2) A terliletszamitas folépitése (preciz bizonyitasok hijan)

k) Egység: az egység oldalu négyzet.
£

a) Alapgondolat: téglalap tertlete
Mi csak az egész oldalhosszusagu téglalapok tertletén
oldalra pontosan egész szdmszor mérhet6 fol az egység.

itjuk — vagyis az

Tehat a két oldal ,a” és ,,b”, egész szamok.

(a-1). a.

egyéb sokszog teriilete levezethet6).
C

c) Paralelogramma terilete: a:ma
Pl.:a=5cm; ma=1,7 cm
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d) Egyéb alakzatok
(i) Deltoid

T=e-f/2
Konvex:

Konkav:

a iknal. Ha ezt a rovidebbet 1-1
égén, akkor erlilet 8 egységnégyzettel né.

Egy deltoid egyik atldj
centivel meghosszab
Mekkordak az atlé
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(iii) Sokszog teriilete: haromszogekre bontjuk. E

(iv) A kor terilete
T=r’m.
Egy korlapbdl kivagok egy negyed akkora sugaru, koncentriku
teriilete 188,50 m2. Mekkora volt az eredeti kor sugara?

[1/3) Mértékegység- és teruletszamitasok
) Mértékegység atsza \ z radiant szogbe...

http://interaktivmatematika. i ertekegysegek-atvaltasa-8-
osztalyban/

mm—cm—d

2 34 mm?= dm?.

2,5m? = cm
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a) Egyéb
Paralelogramma: a=5, T=30, mp=7.
ma=? b=?

Trapéz: az egyik alapja 5 cm, a magassaga 8 cm. A teriilete 80cm?. Mekkora isik alap?

Adatokbdl = szamolt adat = , képletek” alkalmazasa
Szamolt adatbdél = kiinduldsi adat = Egyenlet felallitadsa

Egy deltoid egyik atlojanak duplajanal 2 hosszabb a masik atlo. A teriilete 20 m2.

Mekkorak az atlok?

I1/4) Gyakorlas

o0gekbdl allo sikidom terilete?




a) Hatdrozd meg a hidnyzé adatot (A c oldala, mc magassag és Terllet)

c oldal e Teriilet
magassag
10 cm 8 cm
30 m 150 m?
25 dm 87,5 dm?

b) Mekkora a 4 teriilete, ha oldalai 5, 12 és 13 cm és,a beirt

‘ kkora! tertlete?

c) Egy ABC4szogei: a=45°, f=60°. m=5

garu korlapbdl kivagunk egy vele koncentrikus 3 dm sugaru korlapot.
ra a teriilete a maradék korsavnak?
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(i) Egy négyzetbdl kivagok egy lehet6 legnagyobb korlapot. A veszendébe ment sarkok
dsszteriilete 958,41 cm?. Mekkora volt a négyzet oldala?

(iii) Egy korbdl kivagok egy 60°-os cikket. A maradék teriilete 1047,2 Mekko or

. Q
C
i /\
b Fa

I1/5) Osztopontok
a) Emlékeztet6:
Haromszog kdzépvonala és tulajdo

O

kC

\B
FC

sz@gben a sulyvonal, sulypont: egyeldre csak bizonyitas nélkul!




b)

Aranyok

24 kg makot két csaldd kozott 3:5 ardnyban osztottunk el. Mennyi
jutott az egyik, és a masik csaladnak?

Egy 138 m hosszu kotelet 4 : 9 : 10 aranyban felszabdalunk hdrom
részre. Mekkordk a darabok?

138

yban osztva kett m a téglalapot a masik

haa ’sik oldal

Egy 84 egység alapu téglalap alapjat 3:4 ara
oldallal parhuzamosan.

Mekkora lesz a keletkezett két té
200 egység volt?

djuk a masik oldal hosszat, akkor hogy aranylik a két keletkezett darab
tertlete egymashoz, illetve a nagy téglalapéhoz?

Ha egyik oldal hosszat sem tudjuk, hogy alakulnak ezek az aranyok?
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c)

Haromszogek daraboldsa csucson keresztil

AB=24 m=18 =T=

AK : KC=3:5

Mekkora a két leszelt hdromszog terilete?
Hogy aranylanak egymashoz, illetve a nagy haromszog
teriiletéhez?

AB=c magassag= mc = T=

AK : KC=7:3
Mekkora a két leszelt haromszog tertiilete?
Hogy aranylanak egymashoz, illetve a nagy
tertiletéhez?

Aromszog

tertlete: T c




d) Osztopont az alapokon
Mekkora T (a leszelt A terlilete), ha az egész A teriilete:

T=8
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Adott a leszelt teriilet, mekkora a nagy A teriilete?
T1=25 T1=20

n) Otlet:
Mutasd meg, hogy T1=To.

o) Otlet:

(Az dbran a pontok fel

lyvonalai.
a keletkezett A4d-ek terlletei




(i) Sulyvonalak altal lemetszett darabok

11/6) Nagyitas — kicsinyités
p) Egy négyzet oldaldt megharomszoroztuk.

Hogy valtozott a kerilet?

Hogy valtozott a tertlet?

gq) Egynégyzet oldalanak vettiik a ké

Hogy valtozott a kerilet?

Hogy valtozott a tertlet?

r)  Egytéglala

6 valtoztatasokkal

ges valtoztatasokat, ha a teriilet a kovetkez6 féleképp valtozott:
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[1/7) Racssokszogek, sokszégek a koordinatasikon

\ N\ . T\
NERETIRN s f \
AN AR 7 X

Szerkesztette: Vizhdnyo Zsolt Sch.P. ©
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