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A derékszogli haromszog oldalai

I. Ismétlés: haromszdgek oldalai illetve az oldalak és a szogek kozti kapcsolat
1) A hdromszog-egyenl6tlenség
ird le a hdromszog-egyenlStlenség alapeseteit. Tudd is fejbél!

2) Haromszogek egybevagdsaganak 4 alapesete és az egyértelm(i szerkeszthe
ird le és tudd is a A-ek egybevagdsagdanak, illetve egyértelm(i szerkeszthetds
alapeseteit!

3) Osszefiiggés a haromszog szogei és oldz
Egy haromszog két oldaldnak hossza 4
a harmadik oldal?

mn. Meﬁltérok kozott valtozhat

Egy haromszog egyi oge pedig B=55°. Mekkorak a

A szogei?

Egy haromszogben az oldalak viszonya a kdvetkezd: a<b<c. Az o, B, y sz6gek vannak
velik szemben. Megadunk két szog értékét. Hany fok a harmadik, és melyiknek mi a
neve? a) 100° és 60° b) 70° és 120° c) 80° és 50°.



4) Tétel
ird le a kérhoz hizott érintSre vonatkozd tételt és tudd bebizonyitani.

5) ird le a Thalész tételt! ird le a bizonyitast nagy vonalakban, ahogy az 6rén vettiik!

6) Két kor kdzos érintdije

Szerkeszd meg az egyik k6z0s intd a a kozos belsé érintét!




Il. A Pitagorasz-tétel és megforditasa, illetve kovetkezményei
1) A Pitagorasz-tétel
a) Ird le a Pitagorasz-tételt

b) Bizonyitsd be a Pitagorasz[-)tételt

Bizonyitsd be, hogy egy egyenl8szaru mszog egyik szar és az alapjanak
Osszege nagyobb a haromszog ek felénél, de kisebb a kerilet
haromnegyedénél!

ely egy haromszogben a hegyes- és a tompaszoggel

ekszogl hdromszogben —ahol a ,,c¢” az atfogd, mekkora a hianyzé oldal?
a=12cm,c=13cm b=6cm,c=10cm

a=9cmésc=15cm a=9m c=41m



Donts el, hogy hegyesszogli, tompaszogl, vagy derékszogl a A.
a=8; b=9; c=10 a=25; b=24; c=7 a=12; b=6; c=8

Mutasd meg, hogy egy négyszog atldi akkor és csak akkor merélegesek egymasra,

ha szemkozti oldalak négyzetosszege egyenld.
Utmutatas:
El6szor hizd meg a két atlot (ugy, hogy merélegesek legyenek), majd mutasd meg, h
tényleg egyenlé a két négyzetdsszeg.
Madsodszor: huzd meg Ugy a két atldt, hogy ne legyenek merdGlegesek, maj
annak a ketté oldalnak a négyzetdsszegét, amelyek az atlok metszésp
hegyesszog alatt latszanak a mdsik két oldal négyzetdsszegével...

ird le fejbsl a amhdarmasokat, illetve melléjik a

,kétszeresiiket

orhatvany bevezetése (szakkori anyag)

IV. A Pitagorasz-tétel al
1) as

f(): 0]

=—2x’+4x+12. Add meg az eredeti (y=x*> hozzarendelési) fv.

Oldd meg: 3x>-2x—3=0 (Amit ki lehet, azt emeld ki a gyodkjel alél!)

10



Egy Samsung TV képatldja 138 cm, a képernyd magassaga 71 cm. Milyen széles?
El6sz6r ird le a szamoldas menetét, majd szamoldogéppel szamold ki a
végeredményt!

b) Egy felemas korlatndl az egyik rud 150 cm magasan van, a masik 230 ¢ A két
parhuzamos rud (amit fog a tornasz) tdvolsdga 120 cm. Milyen ta

egymastol a két egymadssal szemkozti fliggbleges tartéoszlop?

v. tompaszogd)!
mm b m c=1,2dm

Dontsd el, milyen a hdromszog (heg
a=700cm b=2,5m c=24 dm

a=16 m b=180

(a foldtél M-ig). A darugém vége (V) a daru oszlopatdl 30
agasan van a darugém, ha a VM drdét 33 m hosszu? Mekkora

z ellensuly az oszloptdél 12 m-re van? -

11
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* Mutasd meg, hogy egy 15°-o0s derékszogl A-ben az atfogdhoz tartozé magassag
negyede az atfogonak! (Segitség: érdeme nézni a Thalesz kort.)

d) Egy 10 m hosszu kotélbél egy olyan derékszogl A-et akaro
egyik befogdja kétszerese a masiknak. M rak lesznek az ol

ziteni, melynek

\ 4

1-G A: a+c=5 (
Mekkorak

), illetve az ,a” befogd fele a masik befogdnak.

tor 16:10 ardnyu, és 24 colos (inch) az 4tméréje (1 inch =2,54
mekkora a szélessége és a magassaga?




2) Alappéldak
a) Egy létrat tamasztottunk a falhoz. A létra ldba 2 m-re van a faltdl. Milyen magas
afal, ha a 4,2 m hosszu létra épp a tetejéig ér?

Egy hdromszog csucsai a koordinatasikon a kovetkezék: A(-3;-2) B(4;0)
Mekkorak az oldalai? Mekkora a terilete?

15°-0s derékszogl A atfogdhoz ta
(Ne feledd: ennél a har :

A: 0=P=45° c=5 cm. a=?

13
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Add meg a gyokoket, trafét, csucspontot, allast, széls6értékeket:
f():[-1;1]>R; y=-3x*+x+1

Adott 4: a=45°; y=75°; c=10. Mekkora a és b?

Egy ABCD téglalap oldalai AB=9 BC=6 cm. Mekkora tavols
oldalnak az a P pontja, amelyre AP+PC=1 ?
* :

Eg rékszogli hdaromszog atfogdja 17, az egyik befogdja 15 egység hosszu.
Mekkora azoldalak elt négyzetek 1-1 atléjanak az 6sszege?




c) Mutassuk meg, hogy a derékszog( trapézban az atlok négyzeteinek kilonbsége
megegyezik az alapok négyzeteinek kiilonbségével!

D C

d) Mekkoraaz abran lathatd rézsaablak belsé két korének a sugara,
2m.

2

e) Adott egy 5 cm sugaru kor. Milye s hurja a kozépponttol?

km sugaru gomb. a) Hany km-t gyalogol az egyenlit6
hosszanak a negyedét teszi meg? b) A kiindulasi és
milyen hosszU alagutat kellene létesiteni? c) A megtett ut
0 m magas kilatd. Az érkezési pontbdl nézve lehet-e latni a

érkezési
elénél v
kilato tet

15
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f) Mekkora az r sugaru korbe irt négyzet oldala?

Mutasd meg, hogyha a>0, akkor a+122.

a
Egy szabalyos haromszog Egy
oldala 4,5 m. Mekkora a
magassaga®?

h) Adott 4: a=5; b=6; c=7. Mekkora m?

befogdja2,5m. M

félszabalyos

ha



3) Egyéb gyakorlo feladatok
a) Derékszogl haromszog keriilete 10 egység. Az atfogd 3-szorosa az egyik
befogdnak. Mekkorak az oldalak?

b) Vaslemezbdl 14 mm sugaru korlapokat kell kivagni az dbran latha
Hatarozzuk meg a kivagandd korok kozéppontjait tartalmazd eg
tavolsagat!

emko6zti hazfalra e
ben 5-5_.méter

2 m hosszu
?

Egy 3 m széles sikatorban az egymassal g
4 m hosszu kotél két végét egyma
magassagban rogzitik és kozépe
dréton egy lampat. Elfér-e alatta

C

17
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Lasd be altaldban, hogy derékszogli A-ben az atfogéhoz tartozdé magassag
mértani kozepe annak a két szakasznak, amelyre a magassag osztja az atfogoét,
vagyis: m=./p-q (& m?=p-q) (Segitség: p;q;m-bél ird fél a nagyharomszogre a

Pitagorasz-tételt!)
C

Egy Wankel motor forgd része egy olyan kereszt
egyenl6oldald A csucsaibdl az oldal hosszara kiny
haromszor, az d4bra szerint. (Az alakzatot Reuleaux-
Mekkora ennek a teriilete, ha a haromszog oldala 4 cm?




* All.: ABCy: sj+sj+sf=%(a2+b2+c2) (Nézd meg, amit a paralelogrammanal

tanultunk!)

* Adott egy 67,5°-0s derékszogl A, mely atfo
befogdk?

dpponttdl 40 cm-re esé pontbdl milyen hosszu

A egy a=7; b=8; c=10 A. a) Dontsd el, hogy milyen (hegyes-, derék-, vagy
paszogl), b) Mekkora mc.

19
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f) Rdzsaablak: R=4 cm. A kisebbik beirt kor sugaranak (r) kétszerese a nagyobbik
beirt kor sugara. (Ami érintésnek latszik, az abran, az az is, a két kis kor centrdlisa
meréleges az alapra). Mekkora a kis kor sugara?

Rdézsaablak: A legnagyobb kor sugara: R (Ha akarod, mondju
egyforma kisebb félkor sugara R/2. Mekkora a b

z20gl A befogoira emelt egyenl6oldalu 4-ek

g) Mutasd meg,
6 gora emelt egyenlboldalu A teriiletével!

tertleténe




h) Az abrdn lathato tet6szerkezet (un. siillyesztett fedélszék) 8 m hosszu gerenddja
0,5-rel lentebb van, mint az eresz. A tet6szerkezet 6 m magas. A tet6 kdzepébdl
tamasztéfa (duc) indul ki a tetére merélegesen. Milyen hosszu a tamasztéfa?

haromszog befogdjat a szemkozti sz6g szogfe
(Elindulas: huzz E-bSl meréleges c-re...)

c=26; illetve a=16, b=30, c=34 (hegyes, tompa,

Szab s Akoré irt sugara: 3 cm. Mekkora az oldala? C

—

21
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Mekkora annak az inganak a hossza, amely 20 cm-es kitérésnél 2 cm-t emelkedik?

i) Mekkora egy a oldalu szabdlyos haromszog magassaga?
Ezt tudd fejbdl!!!

Egy 20 és egy 13 cm sugaru koézéppontjanak tavolsaga
k6z0s kils6 és belsé érintészakasz?

. Milyen hosszu a

j)  Mutassuk a és b egy derékszog haromszog befogdi, atfogdja c, és
magassag m, akkor az a+b, m és c+m szakaszokbol

sz0g szerkeszthetd.




k) Két-két szabalyos sokszoget latunk. Mekkordk az ismeretlennel jellt adatok?

4,2

[) A sik egy P pontjanak egy téglalap négy egymds utani csu
a=PA, b=PB, c=PC, d=PD. Mutassuk meg, hog

m) Két egymast metsz6 zzuk meg a kozéppontok

tavolsagat, ha a ko

G A-ben a Q egy olyan belsé pont, amelyre a QAB, QAC és QBC
yenl8. Bizonyitsd be, hogy QA2+QB2=5-QC2.

23
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4) Egy kis térgeometria

a)

b)

Egy a élhosszusagu kocka két élét 1-1 cm-rel névelem, a harmadik élét 1 cm-rel
csokkentem. igy egy olyan téglatestet kapok, melynek a térfogata 5 cm3-rel
nagyobb, mint az eredeti kockaé. Mekkora volt a kocka éle; lapatldja, testatloja?

Egy téglatest élei: 5 cm, 6 cm és 8 cm. a) Mekkorak aHIapétIék? b) ‘Mekkora a
testatlé?

Mindegyik halétyrajzban egészitsd ki fulekkel Ugy, hogy
kockat lehessen belble ragasztanih(Nem kell ragasztani, de
legyen ugy berajzolva a ful, hogy teljesen 6ssze lehessen
ragasztani!) Lasd jobbral




Paralelogrammak - Hairomszogek - Sulyvonal

A paralelogrammak ekvivalens definicidi
1) Az alapdefinicié és a vele ekvivalens definicidok
ird le a paralelogrammak 7 ekvivalens definiciéjat fejbdl.

Szerkessz paralelogrammat, ha adott a, e, f (egy
lenne abra, vakabra, elv)
Mintha mar...

2) Hany fokosak a szogei, ha egyik bels6 szo6g a mellettinek

haromnegye

épen lathatd egy gotikus ablak sémdja. Az alap R=4 m. Két félkoron nyugszik benne
e i korivet érinti kor. Mekkora a r sugara?

25
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Mutasd meg, hogy egy nem rombusz paralelogramma belsé szogfelez6i egy
téglalapot hataroznak meg!

3) Paralelogramma —tételek és gyakorlasok
a) Egy paralelogramma AD oldalan A-bdl D-felé felmérjik annak 3
BC-n C-bdél B-felé szintén a 3/7-ét: R. Mutasd meg, hogy az ARCP par
(Nyilvan elég az egyik ekvivalens definiciét hasznalni...)

D

¢

hogy a paralelogran 0 nalai dtmennek az atlék
zti oldalfelez6-pontokat

b) Mutasd meg,




d) Mutasd meg, hogy a paralelogramma AC atléja és a B csticsot a DC felez6pontjaval

0sszekotd szakasz harmadoljak egymast!
(Otlet: huzd meg a keletkezett nagyobb haromszég megfelels k6zépvonalat!)

D E C

e) Adott két kor: Ki(Qq;ri=1) Kz(Qg;r2=4) d(Qi;Q2)=10. Mekkora a
k6z0s kilsé érint6 szakasz?
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4) Trapéz
a) * Allitds: ha egy trapézt a két atlojaval 4 db. haromszogre bontok, akkor a

szemkozti A-ek teriletének szorzata megegyezik.
(Otlet: tilkrézd az oldalakra az atlék metszéspontjat!)

b) Egy derékszogl trapéz két szdra d és 2d hosszu, s6t, az eg pja is d hosszu.
Mekkora a masik alap?

(Otlet: egy j6 szakaszt huzz be!)

60° emel ( l[atjuk. A'toronytol ,el”
a sz0g mar csak 30°.

60° 30°
T P 10 m Q

Egy trapéz két alapja 5 és 13 egység. a) Meghuzzuk a kbzépvonalat. Mekkora ez?
b) Ez a kozépvonal két trapézra vagta az eredetit. Mekkora azoknak a
kozépvonala?



d) * Mutasd meg, hogy a trapéz két atléjanak felez6pontjat 6sszekoté szakasz
parhuzamos az alapokkal. Mekkora ez, ha mondjuk az egyik alap 10, a masik 4
cm?

D C

Szerkesztendd trapéz, ha adott: o, B; k (=k6zépvon m (=mag

D C

\ 4

Il. 5tlé 5 nevezetes vonalai, pontjai, korei

r,=2 cm. d(Q1;Qz2)=11 cm. Mekkora a k6z0s belsé és a kozos
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2)

Az AB atmérdjd kor egy tetsz6leges AC hurjat C-n tul hosszabbitsuk meg a sajat
hosszaval, igy D pontot kapunk. Mutassuk meg, hogy az ADBa egyenl8szaru!

Gyakorlas
b) Az ABC egyenl6szard A AC szaranak Thalesz kére milyen aranyban osztj
alapot?

c) Szerkessz A-et, ha adott a, mc. és mp.

on*harom nem kollinearis pont. Ezek koziil kett§ egy rombusz egyik
dalanak két végpontja (A és B), a harmadik pedig a rombusz AC atléjanak egy P
j erkeszd meg a rombuszt! (Abrak + elv + diszk. Szerk:)

A




g) Mutasd meg, hogy egy A-ben: C, Tq (az mg C
talppontja) Tp; és M egy koron vannak.

h) Adott egy félkor az atmérGjével. Egy koron
kivili v. bellli pontbdl csak egyenes vonalzo
hasznalataval bocsassunk merdélegest az
atmérs egyenesére.

i) Egy haromszog két szoge szog

B=75°. Mekkora szoget zar be e
mc és my; illetve m, és mc?
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3) A A-beirt és a hozzairt korok
a) Adott egy A beirt és egy hozzairt kore. Kell a A.

b)
c¢) Mutasd meg, hogy az ACQua szogei
ugyanakkordk, mint a QyQcQq4 szogei!




Adott egy ABC egyenl6szaru derékszogl
haromszog. Az mcre mint atmérére az
abran lathaté mdédon kort emelek.
Mekkora a kornek az ABC4-6n kivil esé
terllete, ha AB=10 egység?

Egy konvex nem specidlis négyszog két szemka
hogy a masik két oldal két felez6pontja és az atlo
alkotnak. b) Mekkora ennek a paralelogrammanak

ra a c oldal?

sztendG6 1-0 A, ha adott: Rc (dtfogdhoz irt kor sugara) és a.
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Szerkesztendd L-( 4, ha adott: c; p.
(Otlet: derékszogli A-ben p és az oldalak kézti dsszefliggés. Majd hajtogasd ki b-t)

20g oldala=a. a) Mekkora az els6 abran a kor sugara?
masodik abran a kis korok sugara? * c) Mekkora a




lll. A Asulyvonala és sulypontja C
1) Bevezets
a) Szerkeszd mega A4S sulypontjat!

A

BA.

Egy hdromszog oldalfelezé
meghatarozott 4 oldalai:
eredeti 4 oldalai?

2) Tétel
Biz ulyvonalra, sulypontra vonatkozé tételt, ahogy az 6ran!
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Mutasd meg, hogy egy négyszog oldalfelez6
pontjai paralelogrammat alkotnak!

Mutasd meg, hogy egy nem trapéz négyszogben az atlék felez6pontja és Fy
paralelogrammat alkot!

3) Alappéldak

b)
c) Mi a mértani helye egy pontot egy egyenes pontjaival 0sszekot6 szakaszok
felez6pontjanak?



d) Szerkesztend6 a 4, ha adott a, sp, Sc.
C

e) Szerkesztendé a 4, ha adott a, b, s..
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f) Egy haromszog F. oldalfelez6 pontjat az abra szerint 6sszekoétjilk a BC C-hez
kozelebbi harmadolé pontjaval. Mekkora lesz az igy keletkezett haromszog és

négyszog teriletének aranya? C
Hy
A > B
l:c
A-b6l adott b=6, m=4,8 s.=5. Mekkora c oldal? 0
g) Szerkessz A-et, ha adott: c, sc és sa.
B
erkessz t dott sa, Sb, Mc;
C
A B



* Szerkessz haromszoget, ha ismert harom sulyvonaldnak a hossza!

C
f i Sa ; i :
A B

4) Egyéb példak
a) Egy derékszogli haromszog egyik befogdja 6 cm, atfogdj

5 cm. Hatarozzuk meg a haromszog keriletét, teriiletét, ma
hosszat, koré és beirhato korének s

&

Szer z A-et, ha adott ¢c; mg; sa.

tartozé sulyvonala
ét sulyvonalanak
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c) Egyhdromszog két oldalanak hossza 3 cm és 8 cm. Az utdbbihoz tartozo sulyvonal
5 cm hosszu. Mekkora a haromszog teriilete?

d) Egy haromszog oldalaira — kifelé — négyzeteket emel
négyzeteknek a haromszog csucsaitdl kialonbozd c
alkotnak, amelynek minden masodik oldala a haromszog e
kétszerese!

i olyan hatszoget
sulyvonalanak
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Keriileti szogek — Hurnégyszog - Erinténégyszog

I. Ismétlés
e Adott két kor: K(Qa;r1=3) K(Qz;r2=13) d(Q1;Q2)=20. Szamold ki a kozos kils6 és kdzos
bels6 érintGszakaszok hosszat!

o * Ki(Qu;ri=6) és Ka(Qzr2=4) d(Qi;Qz)=14. Adott
szelGegyenes, olyan, hogy a Ki-be es6 szakasza hi é
legyen.
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e Adott (Q;r) kor és e egyenes. Kell Pe e _, P-b4l a kor 45° alatt [atszadik.
(Mo.: pl. forgatassal, vagy mértani hely: a keresett pontok egy adott kéron vannak.. Vagy a PEQ4
kiilén megszerkesztésével... (A kettS tobbé-kevésbé ugyanaz!))
P
h 45° h
| !
e Szamold ki fokban tizedestortekkel a kg geket, ’0'18” és 20°40'36”

Illetve: szamold at fokka, perccé stb. (tizedes tort!): ° és45,7°.

oldalu A. Mekkora a legkisebb, illetve a legnagyobb oldalhoz
? (A Pitagorasz-tétel megforditdsdhoz hasznalt allitassal
y tompaszogl a hdromszog, majd a Pitagorasz-tétellel dolgozz!)




e Adott egy paralelogrammabdl: a=5, b=3, és az e atlo 7 egység. Mekkora az e atl6?
(Lapozz vissza, és nézd meg a Pitagorasz-tételnél milyen tételt tanultunk a paralelogrammakkal
kapcsolatban!)

D C

A 3 B

e Egy A-bdl adott: ¢, sq, sp. Szerkesztendd a A. Szamold ki, hogy me Sc az ad

harom szakasz hosszabal kifejezve.
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3)

Hany fokos kertleti, illetve kbzépponti szog tartozik a koriv %; 3/5; 0,3 részéhez?

Milyen méretintervallumba eshet egy korben egy o kertleti sz6g?

A kerlleti sz6g és kozépponti szog kapcsolata
Egy kozépponti szog és egy hozzatartozd keriileti sz6g dssze

\ 4

bsége 40°. Mekkorak?

Egy kozépponti szog és egy hozzdtartozd

Fokokban szamolv
48 egységgel nagyob
kozépponti

és egy hozza tartozé koézépponti sz0g szorzata
nti sz0g 10-szerese. Mekkora a keriileti és a

zitett korivéhez tartozé kozépponti szo6g 70°-kal nagyobb, mint a rajta
uleti sz6g. Mekkora a keruleti sz6g?



4) A Kerlleti szogek tétele
Bizonyitsd be: V A-ben egy sz6ghoz tartozd szogfelezd és a szoggel szemkozti oldal
felez6merGlegese a korilirt koron metszik egymast, vagyis fy és fcl metszéspontja a

koralirt koron van.

Mutasd meg, hogy haromszogben ha P=foAHaromszog koré irt
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Egy korszelethez tartozd kozépponti sz6g 102°. Mekkora szogbdl latom az iv egy P
pontjabdl a korszeletet hatarold hart?

Huzzuk meg egy hdromszogkoré irt kor csucsaiban a kor é
létrehozott A szogei az eredeti o, 3, és y-bdl kifejezve?




Tétel: A l1atészogkorivek tétele - mértani hely

e Mekkora kozépponti szog tartozik egy 20°, 50°, 110°- &
os A koré ért kor kdzéppontjabdl a 3 csucs altal
meghatarozott ivekhez?

e Szerkessz egy-egy 5 cm-es szakaszra: egy 30°-0s és egy 135°-0s 13
szogmérdvel).

e Adott az ABC4. Szer,
szakaszra egy :
[atdszogkorti

D C

e Az D négyzet belsejében szerkeszd
meg az a P pontot, amelybdl az AB oldal
120°, a BC oldal pedig 45° alatt |atszik.
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® Hany kozos pontja lehet egy egyenesnek és egy adott szakasz
o szogl |atészogkorivének, ha a) o hegyesszog, b) o
derékszog, c) o tompaszog? (Melyik dbra melyik?) Rajzolj!

e * Adott egy konvex 20-sz6g (A1; Az;...Az0) Ugy, hogy e
Mutasd meg, hogy a lehet olyan kort szerkeszteni, ame
€s még van rajta egy csucs, a koron beliil pedig pontosan 5
a koron kivil. (Gondold at a lll. pontban a tételt és a bizonyita

IV. Példak
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b) Egy A két szoge: a és . Mekkora szoget zar P
be a haromszog oldalaival a korulirt koér e
harmadik csucshoz tartozé érintgje?

c) Szerkeszd meg a haromszoget, ha adottc, y é

abra adataibdl vedd fol!)
C

egy adott pontjabdl kiinduld két
ra a két hur végpontjat 6sszekotd
30

szakasz?

d) rkesztendd hegyesszogl A-ben az a pont, melybdl mindharom oldal egyenlé

sz0g alatt latszodik! (Rajzolj fol egyet, és rogton kiderdil...) (Elv.)
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Szerkesztend6 a 4, ha adott: o, a, b+c. (Elv, diszk.)

Szerkesztend6 paralelogramma, ha adott o és a két atlo: e, f.
D C
B
t egb, egy szoge, és az atlok

emes B-re tikrozni A-t, és a C-t keresnil)

* Szerkessz parale

b vastag ivhez 1, a kisebbhez ¢
ti sz0g nyugszik. Mekkora p?

(-



f) Mutasd meg, hogy egy Af,egyenese és f (cfelez6merélegese) a Akoré irt kéron
metszik egymast! (Ha mar egyszer meg tudtad csinalni II/4-ben, most nem kell.)

g) Hosszabbitsuk meg egy A4 magassagvonalait a
a 3 metszéspont altal meghatarozott A szogfe
magassagvonalai!

irt korig. assuk y
pp az eredeti hdromszog

~
~
-~
~
~
~o
~

S
S
~

gy ‘ABCD téglalap. Az AB oldalt a CD oldal mely pontjabdl latom a
legn bb sz6g alatt? Miért?

D C
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i) *Rogzitsik egy haromszog kor irt K korét és A B csucsait. Mit ir le a haromszogbe
irt kor kozéppontja, ha a C befutja A-tél B-ig a kort? (Figyelem: nem elég
megmutatni, hogy a kérdk kdzéppontjai milyen, mely alakzaton vannak, hanem
azt is, hogy ennek az alakzatnak minden pontja el6all a példaban leirt médon!
Meértani hely.) (Segitség: olyan koriv, melynek hurja az AB)

K

2) Gyakorlépéldak

a) Hosszabbitsuk meg egy hdromszog
két magassagat (mas, mp) a koré irt
korig, a metszéspontokat
0sszekotd harra
mer6legest a harmadi
Mutassuk meg, ha 3 o
koré irt kér Q kéze jan. e

b) I tt korbe hdromszoget, ha ismert a hdromszog két szoge!
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c) Az ABC4 harom csucsaban szerkesszilk meg a koré irt kor érintbit: ea, es, ec.
Mekkorak az igy |étrejott A szogei az eredeti haromszog szogeibdl kifejezve?
A

ekkorak az
B, 7)? Ne feledd,

hogy az érint6 korok kozéppontja mindig a szogfelez6kon va

lalap alaku szinhdzteremben a szinpad két széle az A és B pont. Az
olyok oldalanak mely pontjabdl lehet a legnagyobb szégben latni a
dot? Adj mddszert a keresett pont megszerkesztésére!

oldalpaholyok
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Egy galéridaban a 2 m széles festmény el6tt, a fallal parhuzamosan, attdl 2,4 m
tavolsagra faltol-falig biztonsagi kotelet feszitettek ki, hogy a latogatdk ne
menjenek tul kozel a festményhez. a) Hany olyan pont van a koétél mentén,
amelybdl a festmény 45°-o0s szog alatt latszédik? b) 2,4 m helyett milyen tavol
legyen a kotél, hogy csak egyetlen pontbdl lehessen 45°-ban [atni a festményt. Mi
a tulajdonsaga ekkor ennek a pontnak?

Két kor kozos harja AB. (Nem feltétlen azonos
egyeneseket huzunk. Egy egyenes metszéspontja az e
Mutasd meg, hogy a EBG, nagysaga fliggetlen az egyene
is!

érintéit. M , hogy a két érint6 szoge fliggetlen a kozos szel6
zetétdl! (Mi kezik ebbdl a metszéspontok mértani helyére?)




f) Fold Nap koruli keringésének palyajat kozelitsik egy olyan 150 millié km sugaru
korrel, amelynek k6zéppontjaban a Nap all!
e Mekkora kézépponti szog tartozik ahhoz az ivhez, amelyet egy dra alatt befut
a Fold?
e 100 milliéd km-te kb. hany nap alatt tesz meg a F6ld?
® Hany négyzetkilométer az egy o6ra alatt befutott ivhez tartozd korcikk
terilete?

g) * Adott két egymadst belllr6l érinté kor. Hazzunk meg lyan szel6t, mely
mindkett6t metszi. Mutassuk meg, hog

kozé es6 két szakasza ugyanakkora s

/s

55



56

h)

i)

*Adott két egymast E pontban belllrél érinté kor. A kisebbik korhoz huzzunk egy
E1 pontjaban érint6t, amely a nagyobb kért G és H pontokban metszi. Mutassuk
meg, hogy EE1 felezi az GEH, szbget!

Két kivulrél kor érintkezési pontjat at szerkesszunk tetszoleges szel6t. Mutassuk
meg, hogy a szel6n talalhatd hurokhoz mindkét kérben ugyanakkora kdzépponti
szog tartozik!

3) Nemkotelezé gyakorlépéldak

a)
b)

9

d)

A-bél adott: o; B; sc. Kell a haromszog. (Elv, diszk)

Négyszoghdl adott: e, f (atlok), a és b (két szomszédos oldal) és & (c és d oldalak
szoge): szerkesztendd a négyszog.

** Szerkessziink négyszoget, ha adott két atldja e és f, azok szoge: @, és két
szemkozti szoge: o és Y. (Segitség: Oldalfelez6pontok. Két [dtokoriv a
paralelogramman kifelé. 2-szeres tiikrozés.)

Egy korben az AC és BD hurok metszik egymast. Az AB ivhez |, CD ivhez v keriileti
sz0g tartozik. Mekkora sz6gben metszi egymdst a két har?

Szerkesztend6 a haromszog, ha adott a kovetkezé harom pont (K koré irt kor):
Knmgegyenese=Ai1, KNs, egyenese=A;, KNfqegyenese=As.



g

Szerkesztend6 A, ha adott a koré irt kor magassagokkal adott — csucsokon kiviili
— harom metszéspontja.

Adott egy AB szakasz és egy e egyenes, mely nem metszi a szakaszt, és meréleges
a szakasz tartdegyenesére. Szerkessziik meg e-n azt az E pontot, melybdl az AB a
legnagyobb szog alatt latszodik.

Az AB ivhez tartozd keriileti sz6g x, a CD-hez 7. B

Mekkora az a?

Az AB ivhez tartoz6 kerileti szog k, a CD-hez 7. BD
Mekkora a 3? A

V. A hurnégyszogek
1) Gyakorlds a Definicidhoz

2

b)

Mutasd meg, hogy egy 9 oldalu szabalyos sokszég E
egyik oldala az oldal végpontjaitol kilonbdzo F

csucsokbdl ugyanakkora szog alatt latszodik.

Mekkora ez a sz6g?

Hany hurnégyszoget talalsz a'pontokbdl, ha az AB
pont fixalva van, és mekkorak a szogeik?

Egy szabalyos sokszog egyik oldala a koré irt kort két ivre bontja. Mekkora sz6g
alatt latszik a kisebbik koriv pontjaibdl a sokszog oldala, ha az oldalak szama a) 12
b)n ?
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2) Tulajdonsagok
e Adott az ABCD hurnégyszog. Az A kezd6pontu AB, illetve D kezd6pontu DC
félegyeneseken felvesziink egy E illetve egy F pontot tgy, hogy az EF||AD, tovabbd
az ABCD koré irt korrel nincs k6zos pontja. Bizonyitsd be, hogy az E,F, C, B egy
F.

-
-
-
-
-
-
-
-
-

korre illeszkedik!

Dontsd el, hogy Igaz v. Hamis —irj mellé révid ma

[ J
o Van konkav hurnégyszog.
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® Mutasd meg, hogy egy nem deltoid négyszogben a szégfelez6k hurnégyszoget
hataroznak meg!

A B

® Bizonyitsd be, hogy egy haromszog két csucs
illetve a belSlik induld magassagvonalak
talppontjai hurnégyszoget alkotnak. Hol van a
négyszog koré irt kor kozéppontja?

Mut meg, hogy egy hegyesszogl
sz6g P bels6 pontjabdl az oldalakra
ott mer6legesek 3 hurnégyszogre
bontjak a haromszoget! Tp
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VI.

60

Gyakorlas
1) Alappéldak
a) Mutasd meg, hogy egy nem derékszégl hurnégyszégben nem lehet paratlan
szamu hegyesszog!

b) Igaz/hamis (Révid magyarazat is kell!)
e Haegy trapéz hurnégyszog, akkor egyenl@szaru.



2) Gyakorlépéldak D

a)

b)

Egy kor AB atmérGjének B-n  tul
meghosszabbitott egyenesén taldlhaté C
pontjdaban huzzunk ra merdélegest. Ezt a
merdélegest egy D pontban, a kort E pontban
metszi egy A-ban huzott masik egyenes.

Mutassuk meg, hogy BCDE hurnégyszog! A\JB C

Szerkesszlink érint6t a haromszog koré irt
korhoz az egyik csucsban, és messik el a
csucsbdl  indulé két oldalt egy ezzel
parhuzamos egyenessel. Mutassuk meg, hogy

a haromszogbhdl igy lemetszett négyszog ’
harnégyszog!
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d) Szerkessziink hurnégyszoget, ha adott ., e és f atld és u, az atlok szoge.

e) Huzzunk két kor metszéspontjain at 1-1 szel6t. Illessziink egy
a korben talalhaté masodik metszéspontra‘mindkét koérnél, és
igy nyert két egyenes parhuzamos! (Di

az ugyanabban
oljuk, hogy az

F




b)

* Szerkeszd meg a haromszoget, ha adott a talpponti hdromszoge!

d)

Egy haromszogben tikrozziik M-et az egylk oldalra. d meg, hogy M a
korilirt korre esik! (Pl.: a(M) eK) (Abr

Egy haromszogben tikrozzik M-et
M a kordlirt korre esik!
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e) Egyenl6 oldald A kéré irjunk koért. All.:
az A-t nem tartalmazé BC iv barmely
P pontjara igaz: PA=PB+PC.

2) Nem kotelez6 gyakorlépéldak
a) Kossiik 6ssze a hdromszdog M magassagpontjat a csucsokkal.ligy az eredetivel
egyltt négy haromszog keletkezik. Bizonyitsuk be, hogy az ezek koré irt korok
egyenld sugaruak!
b) A-bél adott 3 pont: a 3 magassagvonal N kore'irt kor. Szerkesztendd a A.
c) A-béladott: M, Q (koré irt kor kp-ja) és az a egyenese. Kell a A.
d) Adott két egyenld sugaru, egymast metsz6 kor. Az egyik o

metszéspont koré kort rajzolunk. Mutasd meg;shogy M, / J \
A és B kollinedris (egy egyenesbeesik). (A kollinearitast

f 4 \
sokszor ugy bizonyitjuk, hogy a kozépsé ponthal™180° \ ‘/
van...) )A

e) All.: V hegyessZogli haromszog koré irt kor kp-bdl a A A
csucsaba futé sugar b TpT-re.

VIII.Az érinténégyszogek
1) A hurnégyszogek definicidja és alaptulajdonsaga
e Egy érinténégyszogharom oldala (valamilyen sorrendben) 3, 5 és 6 cm. Mekkora
lehet a harmadikdldal?

e Mutasd meg, hogy a konvex deltoid érinténégyszog!
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e Mely paralelogrammak érint6négyszogek?

e Van-e olyan deltoid, amely érint6- és hirnégyszog is?

2) Az érinténégyszogek és hurnégyszogek kapcsolata
a) Szerkessz érinténégyszoget, ha adott egymas melletti
szoge — B — és a beirt kor sugara—r

la —a és b, azok
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b) Allitds: ha egy hurtrapéz magassiga a két alap mértani kdzepe, akkor az
érinténégyszog is! (m?=a-c vagy masképp: \/a-c =m)

[GN

C) * Adott egy K kéron az A, B, C. Kell De K — ABCD érint6nég

A%




A Parhuzamos szel6k tétele

A parhuzamos szel6k tétele illetve a parhuzamos szel6szakaszok tétele
1) (Segédtétel — haromszogek, paralelogrammak)
e Egy ABC derékszogli A4 AB atfogojat rogzitjiik. A C csucs mozog a Thalesz korén.
Mutasd meg, hogy egy latdészogkoriven mozog a beirt kor Q kozéppontja! Hany
fokos |atdszogkoriv ez? (Az abran vastagon latszédik a nyomvonal, ahogy C haladt

a koron...)

C

e irdle jelekkel a hAromszogek egyb
ABCD=A'B'C'D &

ak négy ‘esetét!

o

ossz fel egy 6 cm hosszu szakaszt 5 egyenld részre! Egy

e Ossz fel egy szakaszt a A-ek sulyvonalara vonatkozoé tétellel 3 egyenl6 részre!
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3) A parhuzamos szel6k tétele, csak racionalis aranyokkal bizonyitva
e Osszfeladszakaszt két részre, melyek ugy aranylanak egymashoz, mint a négyzet
oldala az 4tl6jahoz — vagyis: 1:~+/2 kb: 1: 1,4142135623730950488016887242 ©

Egy szimmetrikus trapéz hosszabbik alapja 6 cm,
a szdra 4 cm hosszU. A trapézt haromszoggé
kiegészit6 egyenl6szard hdromszog szaranak
hossza 5 cm. Mekkora a roévidebbik alap a
trapézban?

Adott egy
hdromsz¢




4) (A parhuzamos szel6k tételének megforditasa)
Pitagorasz-tétellel lasd be hogy: a paralelogramma oldalaira emelt négyzetek
terliletdsszege = az atldkra emelt négyzetek teriiletésszegével! (2a+2b%=e?+f?)
(Segitség: allits merdlegeseket C-bél és D-b6l az AB egyenesre!)

D C

5) A Parhuzamos szel6szakaszok tétele
Az ABCD paralelogramma BC oldalan talalhaté P pont BP :
K&ssuik 6ssze D-t P-vel és hosszabbitsuk megphogy messe az AB
AB=10 Mekkora BE?

3:5 aranyban oszt.
nest: E pontban.

O

rkessz vele egyenlé keriletd hdromszoget, mely oldalainak
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b) Egy szog szarait parhuzamosokkal metszettem. Szdmitsd ki a hidnyzé adatokat

c) Egytrapéz AB

széra 5. CD alapja 3. 5.
Mekkora a P

oldala?

d haromszogbe téglalapot irunk uUgy, hogy a téglalap két
omszédos oldala egy-egy befogdra egy tovabbi csicsa az atfogdra esik. Ez a
uc tfogdt 11:6 ardnyban osztja. A haromszog befogdinak hossza 16 és 30
ekkora a téglalap terilete. Hany ilyen téglalap felel meg a feltételnek?




d) Egy 6 és 2,5 cm alapu trapézt elmetszem
egy — az alapokkal pdarhuzamos -
egyenessel, amely az egyik szarat 4:5
aranyban osztja. Mekkora az egyenesnek
a trapézba esd szakasza?

2) Parhuzamos szel6k, szel6szakaszok tételének alkalmazasa
a) Az ABCD paralelogramma AB oldala 12 cm. Az A
meghosszabbitdsara illeszked6 E pontra: BE

egyenes a BC oldalt?
D

D az AB-t A-hoz kozele
E a CD-t C-hez ko

AG:GE=16:9 AD:DC="?
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b)

Egy ABC4 oldalai a,b,c. Az AB oldalanak F felez8pontjabdl parhuzamost huzok fi-

val. Ez a masik két oldalegyenest E-ben és D-ben metszi. Mekkora AD és BE
szakasz a haromszog oldalaibdl kifejezve?

: ¢

A
Szdmold ki a hianyzé adatokat. (Job i parhuzamosnak latszik, az

orony csucsai
enek. Mekkora a
ol szdmolsz, valds “““‘/,

9m

} im
| 12m 2m




d) Adott két kor: r1=7, r.=4 d(Q1;Q2)=16 Hol metszi a kozos kils6 és a kdzos belsé
érint6 a centralist?

3) ,Szdmithatd” szakaszok szerkesztése

Adott az egység, és harom szakasz: a,b,c. Szerkesz

a-c
e —— szakaszt
b

® b-cszakaszt
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b) Egy 4-ben milyen aranyban osztja egymast fq és fg a harom oldalbdl kifejezve?

2) Gyakorlépéldak
e Egy trapéz f=10 cm-es atldja a ma
szakaszokra osztja e az f atlot?

oldal 12 és 18 cm. Szdrai: 3 és 4 cm. Szamitsuk ki
a hosszat, melyek parhuzamosak az alapokkal és a

szarakat 3-




e Adott egy haromszogbdl: a, b, fy. Szerkesztend6 a A. (Elv, diszk.)

e |gazoljuk, hogy ha egy trapéz belsejében
oldalakkal parhuzamos egyenest, ennek az egye
atlé és az oldal kozott van, egyenlé.

20° Mekkora fy ?
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Hasonldsag

A kozéppontos hasonldsagi trafd
1) Szemléltetés

a) Az ABCs-nek meghuztuk az fy kiils6 szogfelez6jét. Mutasd meg, hogy LGl =

KB

CA

CB

b) Szerkeszd meg: Q2 (ABC)




2) Tulajdonsagok
a) Szerkeszd meg a 4 S C
sulypontjat!.

Szerkeszd meg: S 2 Mit
tapasztalsz?

A
b) Q-bdl szerkeszd meg a 4
kézéppontosan hasonld képét ugy, hogy az A’ csUcs aze e

t egy szakasz, és egy vele
parhuzamos. Szerkeszd meg azt a két

pontot, melybdl kp-os hasonlésaggal az g
egyik a masikba transzformalhatd.
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e) Egy ABCD négyzet CD oldaldra f) Szerkessz az ABC haromszogbe egy olyan

kifelé szerkessz egy DCH téglalapot, mely DE oldala a haromszog ¢
hegyesszogli 4-et. A  H-bdl oldalan van, F csucsa az a-n, G csucsa a b-
szerkeszd meg a  négyzet n ésoldalaiaranya: DE : EF =3 :2 Az el6z6
kézéppontosan hasonld képét ugy, példa gondolatmenete hasznos...

hogy A’B’ a hdromszog DC oldalara
essék! A négyzet D és C cslicsa min
»,mozog” és hova kerul? C

A

[l. A hasonldsagi transzformacio
1) Definicio, tulajdonsag

a) Lehet-e egy A# Y agi transzformacionak két fixpontja? Miért?

ymastdl 4 cm-re. Szerkeszd meg a Qx*=*%9°(Q1*3( )) trafé

b) *Adott Q1
ontjat.
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2) Hasonl6 alakzatok
a) Két hasonlé altalanos 6tszog legrovidebb oldala 18 és 45 cm. A keriletlik kozti
kiilonbség 150 cm. Mekkora keriletlek?

b) Szerkeszd meg azt a két pontot, amelyekbdl kp-os hasonlésa az egyik
masikba vihetd!

zold meg egy ABC4 harom magassdagat. ¢
Keletkezik M, Tq, Th, Tc., igy jOnéhdny A-et a
meg tudsz nevezni. (Pl.: AMT, stb.) rd fol a T,
hasonlé haromszogeket!
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Dontsd el: Igaz/Hamis (alatta rajzolhatsz)
® barmely két szabalyos A hasonld

e két kor hasonld
* hakét egyenl6szaru A-ben egy-egy sz6g megegyezik, akkor hasonldk
e két egyenlBszaru A hasonlo, ha a szaraik altal bezart sz6g megegyezik.

* hakét téglalapban az atlék ugyanakkor szoget zarnak be, akkor a két téglalap
hasonld.

e kétrombusz hasonlo, ha atloik aranya megegyezik.
e két négyszog hasonld, ha megfelel6 szogeik megegyeznek.

e két n-oldalu szab. sokszég hasonlé.

A-bél adott: MTp=2, MC=4, AT.=5 Ke

3 agassé‘nt, Tb Tc talppontok)

=25¢=30 a’=4; b’=5;c'=7

sd ki ugy, hogy a 4-ek hasonldk legyenek (meg kell taldld az ardnyt!)
® 3=6,b=9c=12; a’=9 b’'= c’=

e 3=10, b=35c=40; a’= b’=25 c’=



e) Az ABCD téglalapban megrajzoltuk az AC atlét. Erre az atléra merdlegest
allitottunk a B és a D csucsbdl. A mer6legesek talppontja K, illetve L pont lett.
Igazoljuk, hogy az igy kapott rajzon valamennyi haromszog hasonlé!

Ha AL=4 és DL=5, akkor mekkora AD, AB és AC?

D C

f) A hdromszogbdl egy, a C csucson at haladé
hasonlé haromszoget! ird le az elvét! C

g) Atéglalapbdl vagjle e
ird le az elvét!

D

81



82

Gyakorlas
1) Alap
a) Szerkessz egy A-be egy olyan téglalapot, mely két
oldaldanak aranya: 2:5.

C

egymast a
alapja 5 és 20

tlok metszéspontjan
a trapéz alapjaival p

os szakasz hosszat.




d) Huzd megegy hurnégyszog nem parhuzamos
szemkozti oldalat ugy, hogy azok messék
egymast, illetve huzd be a két atléjat. Keress
hasonld A-parokat az dbran! (Nyilvan ird ide
Gket... ©)

e) Egy 14, 25, 25 cm oldalu egyenld szaru A-be kort irunk.
Mekkora a sugara? (Ha meghuzod mct, akkor
Pitagoraszi...) Talalsz hasonlé haromszoget, ha keresel...

f) Szerkesztendd derékszogli haroms

s 3.

oldald hdromszogbdl egy, az C csucson athaladd egyenessel az

ez hasonlé A-et vagok le. a) Hogyan kell levagni b) Mekkordk lesznek az
oldal
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j)

h) Egy 4-bél adott: a, B és a—b. Szerkesztendd a A.

Egy egyenl6szaru 4 alapja 56 ¢cm, szarai 53 cm hosszuak. Milyen
az S, a beirt (Q1), a koré irt kor kozéppontja (Qz), alap egyenesétél?
C

| van az

<
~ -
O~ cmeeee==”

-
Se -
~- -
.




k) Egy létra szétnyitva 1,5 méteres ,terpeszben” 4ll. A két
fele 2,8 m magasan taldlkozik (ahol az ember All).
Biztositékként lanc fogja 6ssze a foldtél 50 cm magasan a
|étra két labat. Milyen hosszu a lanc, ha feszes?

[) Adott két egymast A és B pontokban metsz6 kér. Az A
huzott 1-1 érint6 a korokbdl az AC és az AD hurokat mets
AC?-BD = AD?-BC

al'(is) bizonyithato ismeretek
Adott egy 8 cm oldalu négyzet, és egy Q pont rajta kivil. Felnagyitom a négyzetet
a eresére, a képet Ujbdl és igy tovabb. Mekkora lesz az elsé 3 négyzet
letdsszege? * Es mennyi az elsé 20 db-é?
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b) Egy derékszogl haromszogben meghizom mc-t. AT.=2 m=6 egység. T.B="?

C

c) Egy parabolanak meg van adva a vezéregyenese, fokuszpontja
néhany pontjat.
Rajzold meg a tengelyét, csicspontjat, mérd le a paraméteré
meg a parabolat, illetve egy ponthoz huzd meg

C
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e) Adott két kor: d(Q1;Q2)=8, r1=5, r.=2. Qz-t6l milyen tavol metszi a kiilsé érint6 a

centralist? ~

f) Adott egy hdromszog: a=11, b=8 c=12.
Mekkora részekre vagja fya c oldalt?

IV. Derékszogl haroms
1) Hasonld ]

szakaszokkal
nlé haro

2) ssagtétel C
a) Bizonyitsd be a magassagtételt!
mC
B
A T
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b) Egy derékszogli haromszog atfogdjdhoz tartozd magassag azt 4 és 12 cm
szakaszra osztja. Mekkora a magassag és a befogdk?

c) Ird fol és egyenlStienséget megoldva bizonyitsd be a szdmtani és mérta ép
koti 6sszefliggést!

* Az ABCD trapéz parhuzamos oldalai AB és CD. A D csucson Cszarral huzott
parhuzamos az AC atlé egyenesét az M pa
szarral huzott parhuzamos az BD atld e

be, hogy az BC szalﬁsz aDMésANs

ét N pont metszi. Bizonyitsuk

ani kég.

..
.
..
.

.y 5
r vizsgald meg a CQDs-et...) c \




3) Befogd-tétel

C
Egy derékszogli A befogdinak aranya 5:3.
Mekkora az atfogdéra esé vetileteikre emelt
négyzetek teriiletének aranya? m
[
A T B

4) Gyakorlépéldak

a) Egy derékszogli A befogdinak
aranya 3:2. Az atfogdnak a hozza
tartozo magassagvonal altal
levagott szeletei kozul az egyik 2
cm-rel hosszabb a  masiknal.
Mekkora az atfogd?

; Yy =3x° +2—Z Add meg a minimumbhelyeit és
X

A pontjabdl indulé atmérdje AC, egy hurja AB. Mutasd meg, hogy AB
mértani kozepe az AC-nek és az AB hur AC atmérdére
vetett meréleges vetililetének.

89



90

c) Egy derékszogl haromszog két befogdja 33 cm és 56 cm. Az atfogdhoz tartozé
magassag mekkora darabokra vagja azt?

d) Derékszogl A-6l: b=5 cm, m=3 cm. Mekkora a masik két oldal?

e) AzA, B, Cés D pontok kollinedrisak. AB = BC. Az AD atmérd;j
merdleges egyenes az E és F pontban metszi. A BD atmérdju

allitott meréleges egyenes a G és H pon zonyitsd bephogy az FHGE koré irt
korének B a kozéppontja! (Elég belatni vagyis a négyzetiik... ©)

az AD-re B-ben

C




g) Egy kor h hdrjanak egyik végpontjdban érint6t huzunk, a mdsik végpontjabdl
merdlegest allitunk az érintére — g hosszusagu. Mutasd meg, hogy h mértani
kozepe a g-nek és az atmérbének!

hogy —+—=—"—
& v TN QqQ,

omszog C derékszogli csucsabol az AB=c atfogora
egyen mc. Ennek a Tc talppontjabdl a befogdkra bocsatott
gyenek p illetve g. Bizonyitsd be, hogy m3=c-p-q.
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V. Pont koérre vonatkozo hatvanyanak bevezetése
1) Kils6 pontbdl korhdz huzott érint6- és szelészakaszok tétele

a) Egykorhoz egy kiils6é P pontbdl egy olyan szel6 huzok, mely két szel6szakaszdnak

aranya PA: PB = 2:5, hosszuk kiilonbsége pedig 6 cm. Mekkora érinté hidzhato a

korhoz P-bé1?

Vedd észre, hogy mindegy, hogy mekkora a kor sugara, és a PB mértani
kozepe az érint6szakasz. Vagyis ez azt is jelenti, hogy az athalado 6sszes
korhoz P-bdél ugyanakkora érinté huzhatd!
b) Mutasd meg, hogy két metsz6 kor me
barmely H pontjabdl a két kérhoz ug

jai altal meghatarozott h egyenes
nté ha o!

utasd /meg, hogyha két kort (K1 és Kz) egy harmadikkal elmetszek, akkor a
le t két hdrra illesztett két egyenes k6zos H pontjdbdl azonos hosszu
et tudok huzni K1 és K»-h6z
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2) Bels6 pont — Hurtétel
Egy kor h hurjanak F felez6pontjan keresztiil meghtizom az AB atmérét. Igazoljuk,
hogy a h-ra emelt négyzet teriilete négyszer akkora, mint az AF és FB oldalu téglalap

terilete.

3) Példak
a) Alappélda: adott A, B, és e. Kell k—s|enk|=1 és A,Bek

tbolegy korhoz 12 cm sugaru érintét tudok hdzni. Ha a pontbdl egy szel6t
huzok a korhoz, akkor a korig terjed6 szakasz 9 cm. Mekkora a szel6nek a korbe

es@szakasza?
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c) Adott két koncentrikus kér. Bizonyitsd be, hogy PT>~PU?=TL2. PU és PT érint6k!

Egy kor AB és CD hurja
cm. Hatarozzuk me

Sppontu kor AB hdrjara és
jére illeszkedd egyenesek
kiviil, P pontban metszik
st. Mekkora a kor sugara, ha
QP=10cm,AB=5cm ésBP =4 cm?

L U




4) Tétel — haromszog szogfelezjének hossza: fy?=a-b—ci-ca.
a) Egy derékszogl A-b6l adott az a két szakasz, amelyre fy vagja az atfogét.
Szerkesztendé a A.

b) Egyderékszogl haromszog atfogdja 10 cm, a derékszo

cm hosszu. Mekkordk a befogdk?

c) A4-bél adott: Mekkora c?
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5) Pont korre vonatkozé hatvanya, korhatvany

a) Egy szog két szaran felvesziink négy pontot ugy, hogy PA-PB=PA’-PB’. Mutasd
meg, hogy a négy pont egy koérdn van.
(Otlet: keresztiilosztas, hasonlé haromszégek, hirnégyszég...)

b) Mutasd meg, hogy az ,a” szakaszt ,, aranymetszés
kovetkez6 maddszerrel is fel lehet osztani: egy ,a” atm 0 t6, és
A-bol kozépponton athaladé félegyenes...

VI.

szog oldalai 21, 28 és 35 cm. (Erdemes utanajarni: hatha Pitagoraszi...)
meg, hogy a leghosszabb oldalhoz tartoz6 magassaga két hasonlo
ygre bontja. b) Mennyi a hasonlésag ardnya? c) Szamold ki a teriletiket,
amold ki a teriiletek ardnyat!
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b) Hanyszorosa lesz egy négyzet Egy haromszoget felnagyitok, és a
tertilete, ha terlilete a hdromszorosa lett.
i) oldalait 4-szeresére vessziik Mekkora a nagyitas aranya?
ii) harmadara vessziik?

Egy hurtrapéz parhuzamos oldalai 8 és 4
cm. A szarak hossza 6. Mekkora a
kiegészit6  haromszog terilete (a
,kalapja”)?

balyos A oldala 12 cm. Az AB oldallal C
parhuzamos egyenes egy hdaromszogre és egy
h( ézra bontja ugy, hogy a hdromszog terilete
a trapézénak. a) Milyen tavol fut a parhuzamos
az alaptdl? b) Mekkordk a terliletek? (Segitség:
gondolj bele, hogyan kell kicsinyiteni C-bél a A-et!) 7 i
A B
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e) Egy ABC4 AB oldalanak belsé egy bels6é P pontjan keresztil parhuzamost hizunk
a BC és az AC oldalakkal. Két haromszoget és egy paralelogrammat kapok. A
kisebb haromszog terilete 9, a nagyobbiké 25 egység. Mekkora az eredeti 4

tertlete?

* Hogyan szerkesztenél egy haromszoggel egyenld teriletl
egy eljarast!

Két kor egymast kivi
d(Q1;Q2)= 40 cm. E-

2) Bev éldak

a) Alapok
Szamold ki egy 12 cm oldali négyzet teruletét. a) Mekkora a A=2/3 aranyu

kicsinyitett képének a tertilete? b) Mekkora a A=10 aranyu képének a terilete?



Egy haromszoget a haromnegyedére kicsinyitettem (A=3/4), igy a terllete 21
egységgel csokkent. Mekkora volt az eredeti terilet?

b) Gyakorld példak
Sierpinski-sz6nyeg. Egy T terlletld négyzetbd
kivagok egy harmad akkora oldalut kozépen.
Majd még koérben nyolc darabot, mind harmad
akkora oldalud, mint az el6z6 kivagott. Mennyi a
maradék szényeg altal letakart teriilet?

k O0sszeg cm. Mekkorak a sugarak, ha a terileteik aranya:

Két yszog hasonld. A kisebbik teriilete 30 cm?. Teriletdsszegiik 120 cm?.

tuk kilonbsége 45 cm. Mekkora a kisebbik kertlete?
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3) Alakzatok daraboldsa — és haromszog darabolas

a) Egy 5 cm sugaru korbe egy vele koncentrikus, r sugaru kort rajzolunk. A kapott
kisebb kor és a korsav terlilete megegyezik. Mekkora r ?

Egy egyenl8szari hdromszog alapja 14 cm, a ké
magassaga? b) Milyen magasan kell parhuzam
levagott haromszog a harmada teriletd legyen?

alappal ugy vagom el
keletkezett szakaszok az alaptél indulva: 6 cm; 3
keletkezett teriletek aranyai?

Egy m=10 cm
parhuzamosokkal,

cm. Vele parhuzamosan ugy vagom el, hogy a levagott trapéz terilete

5/9-e legyen az eredeti hdromszog terliletének. Mekkora trapéz rovidebb alapja?
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Egy 4-et az egyik oldallal parhuzamosan két egyenessel 3 egyforma teriletl
részre vagok. Mekkora szakaszokra esik szét az oldalhoz tartozé magassag?

4) Feliilet - térfogat
a) Roviden a kdbgyokrél

Ha van pontos érték, akkor add meg, ha nincs, akkor emelj ki
lehet:

35000 = 3343 =

30,001 = 343 =

b) Testek térfogata
Szamold ki a 10 cm sugaru
gomb térfogatat.

Egy tégla 3

a ma

. Egyik éle 4
kkora a harmadik él?

egy test fellletét és térfogatat egy a) A=3 b) A=2/3

cm él( kocka éleit 3-szorosdra novelem. a) Hanyszorosa lesz a fellilete? b)
Hanyszorosa lesz a térfogata? c) Mennyivel vdltoztak ezek az adatok?
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e) Egykocka térfogata 56 dm3-rel kisebb, mint a kétszer akkora éli kockaé. Mekkora
az éle?

f) Egy piramis (négyzet alapu gula) térfogata 60 000 m3. A magassaga 50 m
Mekkora az alapéle?

\ 4

5) Gyakorlas

a) Hanyszorosalesz k
lett?

nlésag u ock ata, ha felllete a kilencede

adara kicsinyitek a kozéppontjabadl, és ezt a kisebb gombot
maradék térfogata 500 cm3. Mekkora az eredeti gdmb sugara?
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c) Egy négyzet alapu egyenes csonkagula alapteriilete 400 cm? (az alsé négyzet
teriilete); fedSlapjanak a teriilete 64 cm? (a felsé négyzet teriilete), magassaga 21
cm. A csonkagulat kiegészitjiik gulava.
¢ Mekkoraannak a kozéppontos nagyitasnak az aranyszama, amely a kiegészit6

kis gulat a teljes guldba viszi at?
e Szamitsd ki a kiegészit6 gula magassagat!
e Mekkora a nagy gula és a kiegészit6 kis gula térfogatanak kiilonbsége?
e Hdanyszorosa a csonkagula térfogata a kiegészitd gula térfogatdnak?
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e) Két kocka feliiletének ardnya 25:16. A nagyobb 2646 cm3-bel nagyobb
térfogatu. Mekkorak az éleik?

f) Egy derékszogli haromszog két befogdja: 5 és 12 cm hosszu
befogdval parhuzamost huzok a beirt kor kozéppontjan ker
elvagott haromszog teriilete? (Erdemes e i
haromszégekben: a+b—-2p=c)

k. Milyen magassaguak
ack hasonlé egymashoz?

g) Egy udit6italt 34 cm mag
a0,5literesésazlli

asgolyé anyagabdl egy millié darab kis egybevagd golyot készitiink. A
s gob k felszinének 0©sszege hogyan viszonylik az eredeti nagy gomb
felszi z?
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Szerkesztette: Vizhanyo Zsolt Sch.P. ©
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