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Trigonometria — A: Alapok, Trigonometria a derékszog
haromszogekben

[) Aszogek mérése - (tplywvog + pEtpov = haromszog+ mérés)

1.1)

Sz6g — mértékegysége: fok
a) Definicié + jelolések

Egyenl6 szogeknek egyenld legyen a mértéke és a derékszog legyen 90°. (Be kellene latni,
hogy fliggetlen a mértékegységtdl, additiv stb. de nem tessziik.)

A véltozd neve altalaban: gorog bet(: o;3;y...

Mértékegysége: fok, Jele: ()° Az egység: 1°:=A derékszog 1/90-e.

A derékszog: 90°
= egyenes szog: 180°

teljes sz6g: 360°

nullaszog: 0°

1°= A derékszog 1/90-e; bel6le 90 db.: derékszog.
(sz6g)perc, (sz6g)masodperc:

1°=60’; 1’=60" = 1°=3600"

=0,1°=6’, 0,01°=36"
Szamitasok: altaldban tizedestortben fogunk dolgozni.
https://www.geogebra.org/m/vhgphjtz

23,42°=

0 o [
0,42°: 42 =x" 1 (mert: 1'= hL =x=25;2" 2 =x" 1 = x=12'
100 60 60 10 60

23°2512” =?
1 1
23°25'12”=23+25—+12-——=23,42
60 3600

Szamold at tizedestortbe Szamold at fok-perc-masodpercbe
23°11'51” 22,43°

X
Vegylk észre: az 10 :6_)(/)k egyenlethez — ha x és n€EN adott — mindig létezik olyan kEN,

n

melyre y egész. Vagyis tizedestortbdl véges lesz a fok, perc, masodperc, stb., vagyis a 60-as
szamrendszerbe torténd atszamitasa a véges tizedestoreknek mindig véges 60-as tort lesz.



1.2)

lvmérték — mértékegysége nincs, ez egy arany: a radian

a)

Bevezetés

Ha egy egységsugaru kor keriiletére felfeszitiink egy s hosszUsagu madzagot, akkor a
kozéppontbol tekintve azt latjuk, hogy mekkora szégben tudtunk elfordulni a
kezd6ponttdl. A madzag egység sugar esetén s, de ha a sugarat a-val szorzom, akkor a
madzag hossza a-s lesz, vagyis a

madzag hossz

. arany allandd: ezt az aranyt hivjuk a fokhoz tartozd ,radidnnak”.
sugar

Példaul 5 egység sugarnal 60°-hoz kb. 5,236 hosszu iv tartozik, 1 egység sugarnal kb.
5,236 1,047

1,047 hosszu iv tartozik, de az arany ugyanaz: =1,047

Nagyon fontos dtvdltds ez: mértékegységbdl raciondlis szambaphisz ennek.segitségével
szamolhato kor keriilete, tertilete, deréksz6gli hdromszdgnél atfogobol befogok.

B,
° , ¢ lvmerték: 1.047radian
a‘befutott palya

aranya assugarhoz
5.236

.B=60°
A ®
B

Fok
A megfigyel6 “forgasa™ a kozéppontban

Ha egy sugarnyi madzagot/meérunk fel,az koriilbelul 57,3° elfordulast jelent. Ha egység
hosszu sugar esetén kb. 3,14159 egység hosszu madzagot tekerlink a korre, az lesz
180°, vagyis fél koriv. Ez a 3,141592653589793238462643383 (és még végtelenségig

folytathatnank) szam jele, hogy konnyenirhassuk: .

Olyan ez, mintha mar unnank mendani, hogy 314,159 Ft, igy azt mondanank, hogy 1€.
Kénnyebb azt mondani, hogy 2€, mint azt, hogy 628,308 Ft, vagy, 2/3 € ami 209,439 Ft

b) Egy egységsugaru korrolletekeredd madzag -

K K e

'y
5

-
m




c)

Az ivmérték definicidja
Egy korben egy ol sz6gh6z egy adott hosszusagu iv tartozik.

ig
i :
Bizonyithatd, hogy: ,i=% A’A 1y
g
Vagyis pl.: g:l:l_l:l '
B

2 lg 2
Az iv tehat jo lenne egy korben a sz0g mérésére, de koronként mas és mas az ivhossz
ugyanarra a szogre.

De egy o sz6ghoz tartozé iv és sugar ardnya azonban mar allandé:
Vagyis pl: a 30°-hoz tartozé iv koronként mas és mas, de az
ivhossz

— mar minden kérnél ugyanannyi.
sugar

Tehat ez az arany (racionalis szdm) mar j6 szogméréshez.a nevelegyen radian:

lgy megvan az 1 (1 radian):
i=r = £=1 mértékegység nélkili aranyszam!!!
Tehat a sz6g ivmértéke az a szam, ahanyszor a sugarat fel tudom mérni a sz6g altal
kijel6lt ivre, masképp: MZOS/SZ .
sugar

Ez pl.: 90°-nal: = 1,57079632679 radian; illetve =57,29578°-nal =1 radian

Azért is j0, mert egység sugarnal a kenllet mérészama a 360° hoz tartozd ivmérték,

hiszen: 360°c X" _f6 583185307179586476925286766559
d) Szemléltetés
lvmérték — Fok
1 — ~57,29578°
2 — ~114,59156°
0,5 — ~28,64789°
— ~286,4789°

ATy Ty
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Visszafelé: =3,141592653589793 = 180°

Vagyis ha a sugarat a keriletre =3,14159-szer mérjiik fel, akkor az 180°-os elforduldst
jelent.

Ezt a szamot nem lehet leirni, Ugy, ahogy a +/2-t sem: helyette itt is egy jelet
hasznalunk: 7.

ivmérték

— Fok
T ~3,141592653589793 P 180°
’—th 1,5707963 — 90°
T
7~ < 0,01745329 « 1°
180
324. % ~ 565487 “ 324
180
1 rad

e) Szdmitasok

1,5 rad & ? fok: 1,5rad
I1

108 fok X rad

3?7[=x ~1,88495 = —=~1,88495
r

2,31 o ?fok

60° & ? rad 3—7[ o ?fok



II) A hegyesszogek szogfliggvényei és elemi 6sszefliggéseik

I1.1) Definicidk: figyelem, egyelGre csak hegyesszogekre dolgozunk!

a)

b)

c)

d)

Szinusz

Derékszogli haromszogben az o hegyesszoggel szemkozti befogdnak és az atfogdnak az
aranyat az o szog szinuszanak nevezziik.

sin(c) szoggel szemkozti befogd B
i =
atfogé c
a
Azonban sokszor ugy dolgozunk és ezt érdemes szintén & T i

megjegyezni: sin(sz6g)-atfogo = szoggel szemkozti befogd
A fenti dbran: sin(ot)=
Koszinusz

Derékszogli hdromszogben az o hegyesszog melletti Joefogdnak, és az atfogénak az
aranyat az o szog koszinuszdnak nevezzik.
szOg melletti befogd

cos{ox)= 4tfogd

Azonban sokszor ugy dolgozunk és ezt érdemes szintén megjegyezni:
cos(szog)-atfogod = sz6g melletti befogo

A fenti dbran: cos(o)= B
— oy C
Osszefoglald abra: a= c-sinfc)
0
C b= ccos(a) A

Tangens — kotangens

Derékszogli haromszogben ‘az @ hegyesszoggel szemkozti és a szog melletti befogdk
aranyat az/ szog tangensének nevezziik.
szoggel szemkozti befogd

A fenti abran:

tg(o)==—<= ; -
szog melletti befogo

Kotangens

Derékszogl haromszogben az o hegyesszog melletti és a szoggel szemkozti befogdk
aranyat az o'szog kotangensének nevezzik.
sz0g melletti befogd

ctg(o)=—— — — Afentiabran:
szoggel szemkozti befogd

EszrevehetS, hogy hegyesszogekre:tg(a)= L g E
ctg(ar)
ctg(a) = . a= C-sinle) '3
tg(e) o
C b= crcos(o) A

11
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Vegyiik észre: B

_g_c-sin(a) _sin(a) _
(@)= b c-cos(a) B cos() a= c-sin(a) X >
_b_ c-cos(@) cos(a) ar—e A
g (@)= a c-sin(a) B sin (@)

[1.2) Hasznalatuk a mindennapi életben

a) Szinusz
e Egy emelkedd hossza 150 m. Milyen magasra visz, ha 20°-0s az emelk

20

b_

Ekkor a mérések utan kiszamitva

sin(20°)=0,342

az aranyt pontosan is ki tudjuk szamolni: 150 b

60°
B =€

Vagyis sin(60°)=

Azt a — sz6ghéz tartozo - szorzészdmot hivjuk a sz6g SZINUSZANAK, amellyel az Gtfogét
kell megszorozni, hogy a vele szemkézti befogo hosszat megkapjuk.



b) Tangens
e Egy torony 120 m-re van. A foldre helyezett (nem ldbakon all6) mdiszer a torony
csucsat 30°-os latdszogben latja (jelen esetben ez ,emelkedési” szog). Milyen
magasra a torony? A

Most a derékszogl haromszog befogdinak az aranya kell...

Nem tudunk 120 métert rajzolni —
csak hasonl6 3=30°-os derékszogl haromszoget.

B a=120 C

. . b s
Ekkor a mérések utan kiszamitva — = 0,432 ami valdjaban.a 30°tangense:
a

tg(30°)~0,57735
b
b=a-= = b=c-tg(30°)=120-tg(30°)=~120-0,57735 =69,282
a

Tehat a torony magassaga kb. 69,28 m

Mi van akkor, ha 1434 méter_tavolsaghdl latjuk 30° alatt a Burdzs Kalifa
felh6karcolét Dubajban? Hany méteres a felh6karcolo?

b
Semmi gond: b=a-— = b=a-tg(30°)=1434:tg(30°)~ 1434-0,57735 = 828 m.
a

Nyilvan, a 30° tangensét pontosan is kitudjuk szamolni:

e Milyén magasan wan Julia erkélyének a széle, ha a
térdelve 140-es. »szemmagassagyl Rémed  75°-os
emelkedési szogbenlatja azt az haz falatél 3 m-re, de az
erkély 70 cm széles.

Mo.:

Figyelem ezt az aranyt pontosan is ki fogjuk tudjuk
szamolni!
Tehdt derékszégli hdromszégben ugy kapjuk meg a széggel
szemkozti befogot, ha a sz6g melletti befogot szorozzuk a szég
tangensével.

13
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c) Koszinusz
e Egy mérnodk szankdpalyat épit a fianak. Milyen messze kell a tartédllvanyt
feldllitania, ha azt szeretné, hogy 120 m-es legyen a palya és 18°-os
depresszidszogben (lehajlasi sz6g) legyen.

B
c=120

18°

C b

Nem tudunk 120 métert rajzolni — csak hasonlé o=18°-os deré
b
Ekkor a mérések utan kiszamitva —=0,951 ami valdjab

cos(18°)=0,9510565

Egy tanar csak 20 m-es palyat tud késziteni i

b
Semmigond: b=c-— = b= )=20-0,951 = 19,02 m.

Tehat derékszégli ha 5 jukan a sz6g melletti (atfogo alatti)
befogdt, ha az atf

A

c=110

50°




d) Kotangens
e A Champs-Elysées (Sa(n)zelizé) sugaruton sétalunk. A Diadaliv magassagat tudjuk:
50 m. Mennyit kell még sétalnunk, hogyha 10-fokos emelkedési szogben latjuk azt?

Most a derékszogl haromszog befogdinak az aranya kell...

Nem tudunk 50 métert rajzolni —
csak hasonl6 =10°-os derékszogl hdromszoget.

OO

. Y a
Ekkor a mérések utan kiszamitva Ez5,671 a

ctg(10°)=5,671

Tehat még a 283,6 métert kell gyaloge

e A 100 m magas Me os emelkedési szogben latjuk.

Mennyit kell még ev,

hdromszégben ugy kapjuk meg a sz6g melletti befogot a széggel
ZAdbol, ha a széggel szemkézti befogot szorozzuk a sz6g kotangensével.

15
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I1.3) Gyakorlas
SZAMOLOGEP HASZNALATA!

Kell ,,a” és ,b”

B
300
a
20
C b

Kell ,,c” és ,b”

Kell ,,b” és

90

Kell ,,a” és ,b”
B

”

Kell’, 3s ,,C

B
C
37°
b

Kell ,,a” és ,,c”

A
o
3
8°
B a

C



I1.4) Egyéb példak

a) Vizszintes, sik talajon all6 kémény
tetejét, a t6le 48 m tdvolsagban
[évé 1,5 m magas allvanyon allé
teodolittal  58°-0s  emelkedési
szogben latjuk. Milyen magas a
kémény? (Nézz utana a neten, hogy
mi a teodolit!)

58°
c¢) Hegyoldalban egyenes vonal
felvonépalya  hossza

Emelkedési szoge
magasra  Visz,
palydnak a viz

b) Egy toronybdl 18°-os depresszids
szogben latjuk a szomszéd haz
ablakat (a parkanyt). A torony
tetején a padlé 30 m magasan van,
a szemmagassagunk 1,7 m-en van.
Milyen magasan van a parkany, ha a
torony és épllet kozti tdvolsag az
utcdn 15 m.

18°

\ 4

tt egy linearis fliggvénylink
(valdjaban egy »egyenes-
yossag”). Mivel az origén halad

, ezért a definicidja:

f(): R >R; y=m-x

merdleges ve by Az x tengellyel 18°-ot zar be.
Mekkora a meredeksége?
A
8° , e
B A C
X

17



e) Egy TV-torony magassaga 90 m. A panyvazdshoz hasznalt drétkotelet egy
1 m magas betondomb tetején rogzitik, és a torony csucsatdl 10 m-re
kotik a toronyhoz. A rogzités helyét a betondomb tetejétél 70°-ban latni.
Milyen hosszu drotkotél kell?

[Il) Nevezetes szogek, altalanos szogek

[11.1) Nevezetes szogek szogfliggvényértékei

atszamitasokat!
Szamitsuk ki vonalzoval torténd mérés és s

30° & radian

72°

18



[11.2) Most csak méréssel, kés6bb pontosan szdmithaté szogfliggvényértékek

»Ami kérzé-vonalzdval szerkeszthetd, az pontosan szamithatd; ami mdsodfoku egyenlettel
szamithatd, az szerkeszthetd.”

T
— fok 54°« radian
12

19
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[11.4) Szogfuggvényértékbbl szog — az ,inverz” trigonometrikus fliggvények, az ,arkusz”
fliggvények

arcsin( ) - sin™}( ); arccos( ) - cos™( ); arctg( ) v. arctan()-tg™(); arcctg() v. arccot() - tg™}();

Keresd vissza a kovetkez6 hegyesszogek mértékét a szogfliggvényértékbdél! (Amit nem
ismeriink, azt szamoldégéppel). Ahol gorog betl, ott szog, ahol latin abc, ott ivmérték kell!

sin(x)=0,7 x= cos(oc)=% o=

Ne

. 3
tg(y)=1 y= sm(B)=7 p=
ctg(w) ! tg(¢p)=15

W)=—F— W= = =
g \/3 gl ¢
Fliggvényértékbdl szog szerkesztése

cos(£)=0,4 Szerkeszd meg &-t!

ctg(n)=3,5 Szerkeszd meg pi-t! ‘
-

A tangens sze

két oldala b=5, c=8 egység.
rilete gységnégyzet.

Me




I11.5) Gyakorlépéldak

a)

b)

Szabalyos gula

Egy szabalyos gula minden alapéle 8 cm hosszu, oldallapjainak és alapsikjanak
hajlasszoge 68,198°. Szamitsuk ki a gula magassagat, oldaléleinek hosszat és az
oldalélek alapsikkal bezart szogét.

(n oldalu gula szabdlyos, ha alaplapja szabdlyos n-sz6g, magassdgdnak talppontja az
alaplap kézéppontja)

E

Kor szeletelés
Egy 8 cm sugaru kort egy 37,5°-¢ L 6ghéz‘ozé hdrral két korszeletre
vagunk szét. Szamitsuk ki a korszelete
Mo.:

yenlet terilettel
Egy nlészard haromszog alapja ¢, két szdra a és b. T=108, c+m.=30. Mekkordk a

Mo.:

21



IV) Osszefiiggések a hegyess

22

d) Hasab testatldja

Egy téglalap alapu hasdab élei 4, 3, 7. Mekkora szoget zar be H G
az AG testatlé az AC lapatldval? (Ez egyben az AG és az
alaplap szoge is, mert az AG mer6leges vetilete az E E
alaplapon az AC)

...........

e) Sik dGlésszoge
Egy kombi autdéba be szeretnének rakni egy

Figyelem, minde
értelmezése uta !

IV.1) A két alaptétel: A Pitagorasz tétel, és a szogfelez6tétel — ismételjiik at




IV.2) Pétszogek szogfliggvényértékei kozti osszefliggés
a) Elv: a+pB=90° Ekkor:

b sin(p)=cos(a)
C

’

Igy: B
cos(k)=sin(90°—x)
sin(k)=cos(90°—k)
tg(x)=ctg(90°—x)
ctg(k)=tg(90°—«)

Vagyis hegyesszdg szinusza megegyezik potsz6gének koszinuszdva (vice

hegyesszig tangense megegyezik potsz6gének kotangensével (vi
b) Gyakorlas:

sin(37°)=cos( )
tg(19°)=ctg( )
c0s(61°20’)=sin( )

Mindent 90°—x-val!

Fejezd ki m-t cos-szal, d-t sin-szal!
140

27

d

Szamitsuk ki a h at, ha: sin(2a+12°)=cos(0—20°)

V. g szinu

All +cos?(o)=1

= sin(o)= cos(a)=

és koszinusza kozti 6sszefliggés — avagy egyik szdmithatdsaga a masikbol

illetve
A

23
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IV.4) Szogfuggvényértékek kifejezése egymasbol

a) Atangens és kotangens szdmitdsa szinusz és koszinuszbdl

B

Mutasd meg hogy (sin(40°)+cos(40°)? = 1+2-sin(50°)-cos(50°)

b) Tablazat

sin-szal ctg-el

atalakitasokkal!




c) Gyakorlasa

tg(B)=10 ctg(P)= sin(B)= cos(B)=

sin(40°)-tg(50°)-sin(50°) + sin?(40°)=

sin?(18°)+sin%(72°)=

IV.5) Szog felének szogfliggvényei - bevezetése

a a
sin(a)= 0,6. Szamold ki: tg(?) és sin(;

V) Azis gek szogeinek szogfliggvényei — Ujra + szdmolds haromszogekkel

b) Félszabdlyos A4:
60° és 30°
45°)

45° a

/e

25
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c) Azaranymetszés haromszoge: 72° és 18°

d) Tablazat

/C\
A B

&

sin() cos() tg() ctg()
18°
30°
45°
60°
72°

ird fol a haromszog adatait, ha az at

egységn

0
60° A

-

és — szogfelezd tétel haszndlata 22,5° és 15°




V.2) (Hegyesszogli) haromszog terilete

Konkrét példa: c=8, b=6 a1=30°.

30

Haromszog teriilete hegyesszog szogfliggvényével

V1) Gyakorl3s, illetve trigonometria az eddig tanult geog
VI.1) Hozd egyszer(bb alakra - szogfliggvénye
sin(@)

tg(@)

sin®(at)+cos®

G haromszogben: a=18°, b=15 cm. Mekkordk az oldalak, az oldalak, illetve a

27



VI.3) Trapéz
Egy trapéz két alapja 9 és 2 cm. A terilete 33 cm2. Az AC 4tl6 75°-ot zar be az ,a” oldallal.
Mekkora ez az 4tl6? D C

1

V1.4) Szabalyos sokszog
Egy szabalyos 9-sz0g beirt korének sugara 5 cm.
Mekkora a terilete?

VI.5) A 15°-os derékszogl haromszog
Mutasd meg, hogy a 15°-os derékszogl
az atfogénak, majd szdmold ki ponto
szogfliggvényét!

gard kor kozos kilsé érint6jéhez meghuzzuk a nagyobb kor
ntési pontba a sugarat. Ez 73,5°-ot zar be a centralissal. Milyen tavol
a két kor kozéppontja (milyen hosszu a centralis szakasz)?

E




VI.7) Paralelogramma
Egy paralelogramma hegyesszdoge 30°. A teriilete 600 e?, a keriilete 140 e. Mekkorak az
oldalai? D C

VI.8) Téglalap

Egy téglalap terllete 80 egységnégyzet. A két atlé 55°-os szoget zar be. Me a két
?
oldal* D C
K
VI.9) Trapéz A B
Egy trapéz ,a” alapja 7 cm, a masik: c=2. A saga 4 cm, és a=72°. Mekkora a teriilete,

kertlete?

29
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VI.11)  Szogfelez6
Egy haromszog o szoge 40°. A kdzrezaro oldalak: c=9 b=4. Mekkora fu?

VI.12)  ErintStrapéz
Egy derékszogl érintGtrapéz két alapja 9 és 5 cm. Me
szoget zar be a nem meréleges szar az alapokkal?

D C

a beirt gara? Mekkora

\ 4

inak szama 170. Oldaldnak hossza 5 cm. Mekkora szogben
zéppontjabdl egy oldal? Mekkora a beirt kor sugara?



VI.14)  Osztépont
Egy derékszogl haromszog c oldaldt AP:PB=a:b ardnyban osztom, b oldalat pedig

. . . 1800
AR:RC=b:a aranyban. A levagott APR4 teriilete 580 cm?. Az o

szog: ctg(a)=2,4. Mekkorak az oldalak?

¢, < L0 Too) T

T[J}Cll‘?frx ZZ@ 7__

VI.15)  Racshidromszog

Egy rdcsharomszog csucsanak koordindtai: A(—2;1) B(3;1 ) Mekko 3s a terilete?

C=(2 4)

‘r2=3:2. A kozos kils6 érintészakasz hossza 6,928 cm. A
tba huzott sugara 81,79°-ot zar be a centralissal. milyen tavol

31



VI.17)  Rodzsaablak
Rdzsaablak. Hany fokos szogben latom a beirt kor kozéppontjabdl az alapot?

C

@

- 'B
A R

VI.18) Trapéz
Egy trapéz két atldja derékszoget zar be egymdssal. A M
ABM, terllete 72 egységnégyzet. A ¢ szogre: tg(9)=0,323. M
a trapéz szogei?

a a két atlo és mekkorak

A

VI.19)
Adott két

32



VI.20)  Kerlleti szogek - 2
Egy 8 cm sugaru korben egy 3 és egy 6 cm hosszU hur végpontjait 0sszekdotdom az abran
l[athaté médon. Mekkora a?

VI.21)  Huarnégyszog
Egy hurnégyszog koré irt kor sugara 5 cm. a=78°, =10

D

tobbi oldala?

mszogre vonatkozoé tételek
d haromszog atfogdjat a hozza tartozdé magassag talppontja 2,4 és 4,6 cm
agja. Mekkordk a szogei? Mekkora a beirt kor sugara?

C

33
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VI.23)  Korhoz huzott szel6szakaszok
Egy 3 cm sugaru korhoz egy rajta kivil esé P pontbdl huzok egy szel6t. A két szel6szakasz
hossza 6 és 11 cm. Mekkora szégben latom a P pontbdl a kort?

P

VI.24)  Hasonldsag —2
Egy ABC derékszogli haromszogben B < a <
szogszar D-ben metszi az ,a” oldalt. CD=

A csucsban az AC-re felmérem [B-t, és a

2. Mekl‘( a szogek?




Trigonometria — B: Vektorok

I) Definicidk és alapm(iveletek — ahogy azt mar 7. osztalyban vettik

1.1)

Vektor hossza, ,,abszolut értéke”
Irdnya: allasa és iranyitasa egyutt

1.2)

1.3)

Definiciok + elnevezések + 0

a) Def: Az iranyitott szakaszokat vektoroknak hivjuk.
b) Elnevezések

W

Allasa:
Iranyitasa
c) AO0vektor: allasa, iranyitasa (vagyis irdnya) tetszéleges, hossza 0.
d) Ellentett vektor: A v vektorral egyenl6 hosszi de ellentétés irdnyd vektert v
ellentettjének mondjuk, és —=v -vel jel6ljuk.
Vektorok egyenlGsége

Definicid: Két vektort azonosnak tekintiink és egyenlének mondunk, ha hosszuk'és iranyuk
(3llasuk és iranyitasuk) egyez6.

A vektorok egyenl6sége két vektor kozotti relacio:

reflexiv: AB=AB
szimmetrikus: AB=CD=CD=A

- - - - -

tranzitiv.: AB=CD ésCD=EF = AB=A
igy a vektoroknak beldlik all6 vektortérben osztalyaik vannak: egy egy vektor csak
képvisel6je az 6 osztalyanak.

Osszeg

a) Definicié
Def.: Adott a és b vektor. Ekkor a+b:=¢ - c = az a vektor, amit Ugy kapok meg, hogy a
végpontjabdl folmérem b-t, és,az 6sszegvektor az a kezd6pontjabdl a b végpontjdba

mutasson.,
Az 6sszeget eredének, az 6sszeg tagjait 0sszetev6knek nevezziik.

A< paralelogramma-szabaly: Két nem parhuzamos vektor
Osszege az altaluk’kifeszitett paralelogramma kozos pontbal
inditott atlovektora.

Lancszabaly:

b) sfulajdonsagok
kommutativ: a+b = b+a Biz.: paralelogramma maddszer egyértelmdsiti

A két tulajdonsag hasznalatabol lathaté, hogy vektorok
Osszeadasanal sem a zdardjelezés, sem a sorrend nem szamit —

a
ne felejtsiik, pont gy, mint szamok 6sszeaddsanal! g
[+]
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[.4) Kulonbség

a)

b)

Definicié: a—b:= az a vektor, amit b-hez adva a-t kapunk.
»Modszer két vektor kiilonbségének létrehozdsdhoz”:

Egy pontbdl inditjuk a két vektort, és a kiilébnbségvektor a
kivonandd végpontjabdl a kisebbitendd végpontjaba mutat.

A paralelogramma szabaly és az ellentett vektor alkalmazasaval kiderul, hogy
a—b=a+(—b) (lasd 4bra)

Gyakorlas (megadom az eredményvektor kezd6pontjat)

A B C D E A B C D E

F G H | J F G H | J

K L M N o] K L M N 0

P Q R S T P Q R S I

U \ W] X Y u V W] X Y
AF +KM =L GM +LN =P QT-QL=G
UW+UM=U HR=1EN = D SG-QG=X
QG-QR=S HG +BD=R VR+YR=N
BL+WC = X MS — NS =H DS—NI=C
G/I—LN=Q WLPLH +HA+AW =T @—(ﬁ—&)zH

I.5) Vektor skaldrszorosa (valos,szammal torténé szorzdasa)

a)

Definicio
AeR. Ekkor:
A=0 = A-a = nullvektor
A#0 = A:a =@z a v vektor, mely
hossza: |v|=|A]-|a|
alldsa: v a
iranyitasa:
A>0 = a -val megegyez6
A<0 = a -val ellentett

Példaul a —1,5-a vektor a_—"
Hossza: Alldsa: /
Iranyitasa:



1.6)

b)

Tulajdonsagai

a-a+ fa=(a+P)a A
o-(a+b)= ca+oh

a-(B-a)= (a-B)a

Az els6 kettd a disztributivitas szabalyai.

Alapvetén ez azt jelenti, hogy a vektorok ugy
miikédnek a valds szdamtest felett, mint a
vdltozok:

5(31—21)—§ (2i-i)=

c) Vektor normdlasa, normaltja:
de = |—1|-g. Vagyis a vektorral egyirdnyu, egységhosszu vektor.
a
Gyakorlasuk
a) Fejezd ki a és b vektorokbdl az alabbi vektorekat:
- - - -
FC= QC= QA = BE =
- - - —
BF = BD= FD= CA=
vektorokat!
b) Haromszog oldalvektorai
Alap: Bizonyitsd be, hogy“az, A,B,; B,C,; C,A, A,
vektorokbol haromszég szerkeszthetd (allithatd Ossze).
(A haromszogre négyzeteket emeltlink) B,
C A,
B:
A B
c) Paralelogramma C, C,

Alap: Adott ABCD paralelogramma és egy Q tetszéleges pont. Bizonyitsd be, hogy
N - - -
QA+QC=QB+QD D C

VAGYIS: Mi mutat szakasz felez6pontjaba? AWB
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d) Kozos pontbdl inditott vektorok szogfelez6jével parhuzamos vektor, vagyis haromszog
szogfelez6jével parhuzamos vektor

Alap: All.: Il a két vektor szogfelezGjével.

B

I.7) Vektorok forgatasa

All.: Q%(a+b)= Q*(a)+Q%(b)
Biz: Visszavezetjik a haromszogek forgatasara.

All: Egy paralelogramma ol
Igazoljuk, hogy ezek kozé
Biz.:

. \
\
AN

P \

’ Y
’ \
\
\
. .
e A
)
N
)
\
\‘ \
2Q
* B
\ .7 b
L
Al ¢
N L’

\ L
\

. 7

\ L’

\
\ ’r'
\
L7
v




* All.: Az ABC haromszdg AB és AC oldalaira kifelé rajzolt szabalyos haromszogek legyenek
ABP és ACR, az AP, AR és BC szakaszok felez6pontja pedig rendre M, N és D. Bizonyitsuk be,
hogy az MND hdromszog szabalyos.

Biz: Lsd dbra: Vigyazat: DE forgatottja FN és EM forgatottja DF, vagyis itt mas a sorrend is!

P

[I) A linearis kombinacié
II.1) Bevezet6-példak

a) Az ABCD paralelogramma A; B; C cs
tetszéleges Q pontbdl rendre az a;
vezetnek. Allitsuk el6 ezek segitség
=d vektort!
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c) Fejezd ki a és b vektorokbdl:

a)QC b) QA ¢) BE d) FC e) FE vektorokat!

Alapoétlet:

Allitds: egy Q pontbdl az AB szakaszt az A-hoz kdzelebbi, 2: anyban oszté P pontba

az M vektor mutat.

[1.2) Vektorok felbontdsa 6
a) Szerkesztés: ad 3 ként nem parhuzamos vektor: u, v, w

Y

Vegylik észre: egyértelm(in ,feszitédik ki” a paralelogramma, tehdt egyértelm( az
eléadllitas: nem lehet kétféleképp a sikban két vektorbdl egy harmadikat elédllitani.
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b) Szamolassal

Az 1/c) beli 6tlet alapjan allitsd Ujra el6 w majd v a masik kett6bdl, de most tgy, hogy
az egyltthatdkat szamold kil

szetev6kbdl.

- 1 oA .
a masik fele E u-bél és v ésr-el pa

Y

Vegylk észre, harom vektor mar ,tul sok” egy negyedik elSallitasahoz a sikban.
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[1.3) A linedris kombinacié fogalma:

11.4)

Az Ou-a1+0i-az+...+0q-an alakban létrehozott v vektort az ai;..an vektorok egy lineadris
kombindcidjanak nevezziik, ahol, (0t1; Ol2;... 0tn)e R".

Pl.: v:=0-a+f3-b Konkrétan: v=-2a+3b

V=-2a+3b

[o ‘2 °

y 0

Az n db. vektor trividlis linedris kombindcidja: v:= 0-a1+0-a,+...4+0-an

A linedris fligg6ség és linearis fliggetlenség

a) Definicié
legyen i#0, j#0 , i }f j, és v vektorok. Ekkor ... v vektor fugg az {i;j} vektorpartdl, ha
A(o;p)e R’ v=a-i+P-j. Ez az (o;B) rendezett par lesz az <a,b> ‘éltal generalt
vektortérben a v vektor <i;j> bazis szerinti koordinatdja.
Ez azt is jelenti, hogy az i;j;v vektorok Osszefliggbek. Vagyishd olyan nem trivialis
linearis kombinacidjuk, ami 0 -t eredményéz:
0=0-a+p-b-v.

Allitsuk el az <i;j> bazisbdl a | |
tobbi vektort!

b) Tétel: fliggetlen vetoroknak csak a trivialis linearis kombinacidja lehet 0.
Viagyis: ha a nem fiigg az j és j vektoroktdl, akkor B nem trividlis, 0-t add linedris
kombindciojuk. (Mds szavakkal: csak a trividlis linedris kombindcidjuk O vektor.
Biz: Indirekt: Tfh: ai+pj+ya=0 ahol y #0. Ekkor:
< oaatPb=—yw <  (—o/y)a+(-P/y)b=v, vagyis igy v elGall a és b linearis
kombinacidjaként.



c) Egyallasu vektorok

All.: Ha adott az a (#0) és a vele egyallasu b vektor, akkor az a vektorbdl a b vektor
linearis kombinacidval — jelen esetben egy skalarral torténd szorzassal — egyértelmiien
el6allithato.

b . . . e .
Biz: b= i—Hg (Az elGjel a b és az a egymashoz viszonyitott irdnyitasa szerint + v. —.)
a

3! Tegyiik fel, hogy ot 1a=b=02a Ekkor: 011a=0t2a <> (0 1—012)a =0 & 0L1=0l, ¥

Ekkor azt mondjuk, hogy b vektor fligg az a vektortdl.

< , , , a
Erdekes és fontos észrevétel: QO = ﬁ:
a

Ugyanakkor az abran az u vektorbdl nem all el ilyen linearis /

az a vektorral egyiranyd egységvektor:

kombinacidval a v. Vagyis azt mondjuk, hogy v nem fligg u-tél,
vagyis u és v fliggetlen vektorok.
(Vagyis csakis a trivialis linearis kombinaciojuk lehet 0.
u

I1.5) Az egyértelm( el6allitds bazisbol

a) Tétel
Ha adott az a és a vele nem egyallasu b vektor, akkor barmely velik egy siku, v vektor
egyértelmlen felbonthatd az adott vektorokkal egydlldsi Osszetevbkre, azaz
egyértelm(ien felirhatéyv=0-a+P-b alakban, ahels(o;B)e R%. Vagyis a sik két fliggetlen
vektorabdl egyértelmden eléallithato a stk V vektora.

P

Bizonyitas: P“,.,*Sa, U
Létezik el6allitas:
El8szorinézziink egy konkrét példat: Isd. fenti abra
Altalaban:
Logikus, ha g"g vagy !”9 , akkor Isd. b) pont, igy v=0.a+0b v. forditva.
Egyebként: 4 A;,C €S y=TC. Ez Az AC legyen a a és b altal kifeszitett
paralelogramma atldja (az A és B-bél parhuzamosokat huzunk a két vektorral.)
gy oa+Pb=v.
3! Indirekt: Tfh. (o;B)e R? és I(ou;P1)e R? - (o;B)# (ou;P1) és
o-a+p-b =ou-a+fi-b
g
(o—0au)-a =(Bi-B)-b

Vagyis a és b 6sszefliggd 2
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b)

(A tétel a térben 3 nem komplanaris vektorra is igaz.)
X: A sik két fliggetlen, vagyis nem parhuzamos (tehat nem is 0) vektorabdl a sik V
vektora egyértelm(ien elGallithaté.

Figyelem, ha azonban 3 vektor adott a sikban, akkor azok mar egymastél figgnek, igy a
feliras sem egyértelmd, ahogy azt mar lattuk.

Gyakorlasa
a és b fuggetlenek. 3a+4b=(2p+30+1)a+(2f—0+3)b Mennyiaz césa 3 ?

Lassuk be a szogfelez6tételt egy 2:1 oldalardnyd haromszogre.
Mo.: Az f vektort irjuk fol kétféleképp:

B

II.6) Generator-rendszer és bazis

a)

Generator-rendszer

Lattuk, hogy a sikban2 vagy tobb nem parhuzamos vektor segitségével a sik V vektorat
el6 tudjuk allitani.

Ekkor ezt a<2 vagy tobb, kijelolt vektort a sik vektorainak halmazaban
generatorrendszernek nevezzik.

Pl.: Térbén egy kocka egy csucsbdl induld 3 élvektora és a testatldvektora szintén

generatorrendszert alkot. H
: G
E :
: F
ip
N C
B

Def.: egy V vektortérben azon vektorok halmazat, melyek valamilyen linearis
kombinaciojabdl a vektortér V vektora el6all, generator-rendszernek hivjuk.



b) Bazis
Belattuk, hogy a sikban 2 nem parhuzamos vektor generator-rendszer, de ennél
kevesebb mar nem az.

Nyilvanvald, hogy térben 3 ilyen vektor kell.

Def.: egy V vektortérben egy minimdlis /

elemszamu generdtorrendszert bdzisnak hivunk.

Pl.: /
u

Nyilvan a bazis vektorai fliggetlenek.
= a bdzis vektoraibol a vektortér V' vektora jt
egyértelmden dll el6!

Kopernikuszi fordulat: nem a sik az alap, hanem csak két bazisvektor, — és az /altaluk
generalt vektortér (vagyis azon vektoroka Osszessége, mmelyeket, a linedris
kombinacidjukkal legyarthatunk) a sik megfeleldje.

Sik helyett: V:=<i;j>, vagyis : ve V &3 (o;B)e R? -, v=aii+pj

Vagyis igazabdl 1, v. 2 v 3 vektorbdl generalunk egy vektorteret.
igy példaul a sik vektorai: V=<i;j>

I1.7) Gyakorlas
a) Adott egy S pont. A bel6le kiindulé 3 vektor osszege 0. Az S ponton 4athalad egy e
egyenes is. Mutasd meg, hogy az 3'vektornak az e iranyu osszetevGinek az 6sszege 0.

C
S b
b) Osztépontba mutatd vektor A 3 4
Fejezd/ki h-t a és b -bd|! o B
Q
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lll) A koordindtarendszer

46

c) Haromszogben osztdépont
2AD=DB és CE=ED. Milyen ardnyban osztja F a CB-t?

[11.1) Vektorok az ortonormalt jobbrendszert'alkotd i és j ‘bazis altal generalt vektortérben

Adott V:=<i;j> vektortérben V vektor egyértelmien felirhaté v=ai+fj alakban.
Pl.: a=5i+3] ; b=4i—j stb. Alabb rajzoldimeg!

Ekkor azonban lehet6ségn van arra, hogy a.wnehézkes foliras helyett rendezett
»szamennesekkel” jellemezzink, 1-1 vektort, s majd egy kicsit késébb a mdlveletek is
egyszer(ibben nyomon kovetheték lesznek.

gy egy adott, V:=<i;i> vektortérben a v=0i+Pj alakban felirt vektort ezentdl a
kovetkez6képp irhatunkfelsv(o;B), ahol (o) R2.

ird fel é=<i;j> vektortérben a v= —3i+5] vektort koordinatakkal stb. Szerkeszd is meg.
Olvasd ki, mit jelent és szérkeszd is meg az <i;j> bazisban:
a(=2;5) stb.

Mit valasszunk bazisnak?
Az <i;j> ortonormalt,
jobbrendszert alkotd bazist.

Vagyis:
,orto”: meréleges
,hormalt”: egységhosszuak
jobbrendszert alkotd”: J L

i-t +90°-kal elforgatva j-t kapjuk. i
Ez kés6bb nagyon kényelmes lesz.



l11.2) Namost akkor mi a koordinatarendszerben egy pont koordinatdja?

Ha mar van a sikban két bazisunk (pl. az el6bbi <i;j> ortonormalt, jobbsodrdsu), akkor elég
egy vonatkoztatdsi pont a sikban, és maris kész minden pont koordindtaja. Ugyanis:
Mutasson egy A pontba a Q vonatkoztatasi pontbdl egy a vektor. Ekkor ha az a vektor
koordinataja: a(4;3), akkor az A pont koordinataja legyen A(4;3).

A(4jLi)

Def.: Egy <i;j> bazisu, Q vonatkoztatasi pontu koordinatasikban az A pont koordinatdja

legyen a QA vektor koordinataja.
A helyvektor: Egy <i;j> bazisu, Q vonatkoztatasi pontu koordinatasikban a Q

N
vonatkoztatasi pontbdl felmért QA vektor legyen a vele azonos osztalyba tartozo (tehat
egyenld) vektorok képvisel6 helyvektora.

Rajzoljunk , helyvektorokat”: pl.: a(4;-2) b(—4;-1,8).stb.
Rajzold fel azt a haromszoget, amely csucsainak a helyvektorai: a(-3;4) b(2;1) ¢(-1;-2)

47



IV) A koordindataval adott vektorok tulajdonsagai, mliveletek koordinatakkal adott vektorokkal

48

IV.1) Tulajdonsagok, miveletek

a)

b)

c)

d)

e)

EgyenlGség

All.: két vektor akkor és csak akkor egyenld, ha a megfeleld koordinatajuk egyenlé.
Biz.: a koordindtak a megfelel6 bazisvektorok egyiutthatdi. Kordbban pedig beldttuk,
hogy a bazisbdl egyértelmd az elSallitas.

Linearis kombinacié
Allitas: a(a1;a2)+ b(b1;b2)= c(c1;c2)=c(a1+bi;ar+by)
Bizonyitas:

Allitas: A-a(asaz)= c(h-as; A-az)
Bizonyitas:

Linedris kombinacio: a-a(ai;az) + B-b(bi;b2) = c(o-a1+ B-bi; ot-@z+ pB-b;)

Forgatas
Forgatds még csak roviden: ha a bazist is forgatjuk, akkor a koordinatdk nem valtoznak.
De ha a bazis fix, akkeratkoordinatak nyilvan valtoznak.

Két pont altal meghatarozott vektor koordinataja:
Adott Q, A(a1;a2) B(bg;b2)

Ekkor: KB=EB—ﬂ = ATé( bi1—a1; by—az)

A(2;-1)

Vektor! hossza a koordinatdibdl. Vektor -2
,abszolut értéke”

Ha parhuzamos valamelyik tengellyel (bazissal), akkor a nem 0 koordinatdjanak az
abszolutértéke. Pl.: |a(0;-3)| =3

Ha nem: akkor Pitagorasz tétellel konnyen bizonyithato, a fenti abran be is rajzolhaté a
derékszogl haromszog a bazisvektorok ,koordinataszorosaival” mint befogdkkal:

la(as;az)| =+/0; +0;



IV.2) Gyakorlas

a) Ird a vektorok neve mellé zaréjelben a koordinatdikat

5a = ¢( —2,4b = d(

5b+2a = g(

(1/2)a-(3/2)b=k

kezd linearis kombinacidkat a <i;j> vektortérbe!
2a+3b -a/2+b

)-t! (ird ra a neviiket, és ne zavarjak egymast az abrak.)

49



d) Az d4brdn lathatdé az ABCDEF hatszog ‘y

Add meg a csucsokba mutaté helyvektorokat E
koordinatdkkal — minta: d(2;-1)

Add meg az oldalvektorokat koordinatakkal.
(pozitiv koriljarassal)
Minta: CD(4;2)

Add meg az A csucsbdl a tobbi csucsba mutatéd
vektort

Minta AB(2;0)

ird fol a F-bdl a tébbi csicsba muta ektorok segitségével:

%
pl.: FA=—2i-5j

Szamold ki a lineari

BE +BF = C—B—E(.ﬂ,ﬁ—s-FB)u(zﬁﬁﬁ)
3

%
va at (milyen koordinataju pontba) a D pontbdl felmért FE vektor?



V) Asulypont

V.1)

V.2)

1. allitas: az egyértelmdn létez6 Sulypont

0P Y0F
i=1 :QQ"" i=1

n n
Vagyis azt allitjuk, hogyha adott egy A pontrendszer, akkor barhol vesziink is f6l egy Q
pontot, a Q pontbdl a pontrendszer pontjaiba mutatd vektorok szdmtani kozepe mindig
ugyanabba a pontba mutat. Nevezzik ezt S pontnak!
Biz: All. & Y QP =n-QQ'+> QP « > QR =) (QQ'+Q'P )= > aP=>aR
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1 i=1

Tehat 3! S _, barhol veszek fel egy kiindulasi Q pontot, a pontrendszer pontjaiba mutaté
vektorok szamtani kozepe Qs lesz.

Vegylk észre, hogyha a1, 02, O3, ...0ln egészek (egyelére,/aztan lehetnek racionalisak és
valdsak is!), és minden Px pont ok db. pontot jeldl, igy a Pk-ba o db. vekter mutat, akkor is
igaz, hogy
YaoF  Ya0P
izln =00+ izln

2. 2.

i=1 i=1

Vagyis ez mar ,sulyozott” pontrendszer.

Valdjaban a bizonyitas ugyanazghayic R:

Tehat ha minden ponthoz 4,sulyként”, egy-egy valos szamot rendeliink, akkor sulyozott
pontrendszerrél beszélliink s ugyanigy tovdbbra.is 4! ennek a véges pontrendszernek
sulypontja.

2. dllitas: Sulypontbodla poentrendszer pontjaiba mutaté vektorok 6sszege 0.
Vegyilik azfA pontrendszert, és az el6bb megtalalt, egyértelmdin |étez6 S pontot.
ZS—P,:? Nyilvan 0. Hiszen az el6bbi tétel alapjan Q-t vdlaszthattuk S helyére, és akkor az

i=1
eredoévektor S-be mutat.

Hasmas pontot veszek fol, onnan az eredévektor/n ebbe az S-be mutatd, vagyis nem 0.

Vagyis lehet az S definicidja a kovetkezé:
Def.x“az A véges pontrendszer S sulypontja az a pont, melybél a pontrendszer pontjaiba

mutato vektorok 6sszege 0.: S—P1 +S—PZ+S—Pg+...+S_Pr; =0 vagyis ZS—PI

i=1
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V.3)

V.4)

V.5)

> @Sk
Természetesen ugyanez sulyokkal is megy, ahol Z“/‘ #0; —0-=

i=1 Z ai

i=1

0.

Beldttuk hogy ez létezik, és egyértelm(in létezik.

Hiszen: ha 3 S’#S, akkor: ZS'—P, =n-S'S.
i=1
(Lehetne a definiciébdl indulni eleve!)

3. 4llitas: alpontrendszer sajat sulypontjaba helyezése

Allitas: az A pontrendszer stlypontja nem valtozik, ha veszek egy A’cA alpontrendszert, és
VPie Ai pontot az A’ alpontrendszer S’ sulypontjdba helyezek (vagyis a alpontrendszer
pontjait sajat sulypontaba helyezem)

Biz.: Legyen n db. pont. Vegylink fel egy kiils6 Q pontot, és indexeljiuk igy‘a pontokat, hogy
P1, ... Pke A’.

k

n n . n_ no___ ZQ_P; n___ n____
DQP Y QP+k-QS' Y QP > QP+k-Eiamy > QP ) QP
Al 2L ==k & = = kil k e =l =l
n n n n n n

Természetesen lehetne Ugy a bizonyitds, hegy S-bél bizonyitunk:

k —_—
. . 2 5P .
All. & > SP+k-S5'=0¢ D SP+k-L—= 0 ) SP=0:
i=k+1 i=k+1 k i=1
4. allitas: pontrendszer két diszjunkt pontrendszerre bontasa

Allitas: ha az A azonos pontsulyu pontrendszert kétolyaf diszjunkt halmazra bontunk (A; és
A;), melyekre A1UA=A, és az A: sulypontja Si, az A,-é S, akkor az A pontrendszer S
sulypontja az SiSafegyenesen van, és SiS:SS;=|A2]|:|Al]| (SiS és SS, irdnyitott
szakaszok).

BizonyitasifAz el6z6 tétel alapjan a S helye nem valtozik akkor, ha Si-be helyezem az az A;
rendszef pontjait, S»-be az Aj-ét. Mivel S-bdl a pontrendszer pontjaiba mutaté vektorok
Osszege 0 (hiszen két nem " vektor 6sszege nem lehet 0), ezért S az S1 és S; egyenesén van,
és'trividlisan a ketté kézott.

Meg kell.még mutatni, hogy az ilyen aranyban oszté S pont a megfeleld. Nyilvan:
az |A2|-S?£ €s az |A1|~S—52 vektorok || -ak, hosszuk azonos: (n-k)(kx) és k((n-k)x), vagyis
0sszeguk O vektor.

Legyenek a pontok ugy indexelve, hogy P1-Pk-ig az A1 hez tartoznak, a tobbi az A>-hoz.
Ennek a tételnek nagyon sok fontos kovetkezménye van.

Pontrendszer sulyvonaldnak altalanos definicidi

a) Sulyponton athalado egyenes

b) az a szakasz (egyenes), melyet uUgy kapunk, hogy a pontrendszert két diszjunkt
alpontrendszerre bontjuk, melyek unidéja a pontrendszer, és a sulyvonal e két
alpontrendszer sulypontjat 6sszekot6 szakasz/egyenes.



Az el6z6 tétel alapjan a pontrendszer sulypontja eleme a sulyvonalnak.

Két pont sulypontja a 2. def. alapjan:

A- sulypontja 2. def alapjan:

Tetraéder sulypontja, ha a csucsai T pontrendszert alkotnak:
|T1]=1és |T2|=3 vagy |T1|=2, |T2]|=2.

V1) Gimndziumi sulyvonal - sulypont
VI.1) Szakasz

a) Szakasz felez6pontjaba mutato ve
A
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VI.2) Hdromszog
a) Sulyvonala: csucsot a szemkozti oldalfelez6ponttal 6sszekoté szakasz (egyenes).

Haromszog sulyvonalai az oldalhoz kozelebbi harmadoldpontjukban metszik egymast,
mely a haromszog sulypontja.

b) All: Kiilsé Q pontbdl a A sulypontjaba mutaté vektor: ===, ahol g=CTA stb.

a+b+c
3
C

Q
Biz.: Nézzik meg el6szor a CF. sulyvonal Fé¢hez kozelebbi S harmadoldépontjaba mutato
vektort.

atb . 2 2(la+b 2(a+b—2c )\ _a+b+c
f= == igy §=9+§(1_‘c—£)=s+§ —c ey =

- 2 3

igy 1athato, hogy igaz a tétel,

DE: vegyik észre, hogyhafiemtudnank, hogytigyanez az S pont az AF, sulyvonal Fa-hoz
kozelebbi harmadoldpontja, akkoer 'az megmutathaté lenne ugyanigy, és abba a

. . a+b+c . . ) .
harmadolépontbais ——;— vektor mutatna, vagyis: a sulyvonalak oldalhoz kozelebbi

harmadolépontja megegyezik, tehat tényleg egy pontban metszik egymast.

V1.3) Tetraéder sulypontja hivatalosan
Majd: HF 2580, 2582, 1586 sth:

Def.: Tetraéder sulyvonala, a cstucsbol a szemkézti lap sulypontigba huzott szakasz. A
tetraédernek igy 4 sulyvonala van.

All.: Tetraéder sdlypontja: a tetraéder sulyvonalai eqy pontban metszik egymdst, ez a pont
a sulypont, es\ez a sulyvonalakat a lapokhoz kézelebb negyedeli.

1. Biza,Nyilvan: DSp és ASa egy sikban van, tehat metszik egymast.
§*==3(SaSSp)=ASD 4. Stb. 0

2. Biz.: Legyen A az origd, B-be b, C-be ¢ és D-be d
vektorok mutassanak. Ekkor b, ¢, d bazis.
a(b+c+d)=d+f((b+c)/3—d)

= B=3/4v A = c




VI.4) Négyszog
Def: négyszog szemkozti oldalfelezé pontjait 6sszekot6 szakasz a négyszog kdzépvonala!
Allitas: négyszdg szemkozti oldalfelez8 pontjai &altal meghatarozott szakaszok felezik

egymast.
1. Biz.: Az oldalfelez6pontok paralelogrammat hataroznak meg...
2. Biz.: Id. dbra
atd b+c
a+b+c+d
Az FyFq4 felez6pontjaba: az 2 5 2 _-= —4— — vektor mutat, ugyanigy a F, és F.

felez6pontjaba is...
Vegylk észre:

7 =F,F,
. AB+DC (b-a)+(c—d)
) 2
es:gzé+£_g+q¢,
2 2

VI.5) Euler egyenes vektorokkal

Mutassuk meg, hogy egy 4 Msmagassagpontjat/és a
korilirhatd kor Q kozéppontjat 0sszekoto szakaszt az S
sulypont a Q-hoz kozelebb harmadolja (vagyis egy
egyenesbe is esnek: , Ealer egyenes”).

A bizonyitds felhasznalhato' ayMagassagpont |étének
bizonyitasara is!

a+b | AB

Még nem tudjuk, hogy M magassagpont, csak azt kell
tudnia, hogy: QM =c+{@+b). M nyilvan rajta van me-n.

De mivel ugyanigy. am =a+(b+c), igy rajta van ma-n is. Es természetesen My-n is.

igy arharomszog magassagai egy pontban metszik egymdst, mely pontba a koréirt kor
k6zéppontjabdl a csucsokba mutatd vektorok ered6je mutat.

. , a+b+c —
Es mivel nyilvan f=QS ezért: v/
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Trigonometria — C: Szogfuggvények altalanos értelmezése

Definiciok

1.1)

1.2)

o ..
Forgésszégek &bsﬂ" nyugve szir
fo Jforgadsi Jorgisi
asi ird ird orgdsi
A forgasi irany: \ e 2 irimy
o . , N
pozitiv: ramutatéval ellentétes p—— %

Negativ: 6ramutatéval megegyez6

A forgatas nagysaga:

Rajzold fol:
+270°; 3720°; -2070°;

@ —720°

Szamold ki, hogy a kovetkez6 forgasszogek melyik [0;360°[ <bares6 szognek feleltethetdk
meg, illetve a legkisebb abszolutértékd 360° szerint (illetve: [0; 27T [)
1810°=10°+5 - 360° (< 1810=10 mod 360)

3750°= —-392°= 23,2Tt=

Definicidk (permanencia elv!)

sin: Az « szdg sinusa az <i;i> badzisu (ortonormdlt, jobbrendszer) koordindtasikon az origd
kériil az i vektortol o széggelelfergatott egységvektormasodik (y) koordindtdja.

cos: Az asz6g cosinlisa az <i;j> bazisu (ortonormdlt, jobbrendszer) koordindtasikon az origo
koriil az i vektortol a’'széggel elforgatott egységvektor elsé (x) koordindtdja.

tg: Az a szGg tangense értelmezve van akkor, amikor a sz6g koszinusza nem 0 és ekkor:
sin(e@)

, 0~ 90° +k-180° ke Z
cos()

tg(a)=

ctgi"Az x ivmértékl sZog cotangense értelmezve van akkor, amikor az ivmérték szinusza

cos(x)

, X#FmMT mel
sin(x)

nem 0.és'ekkor: ctg(x)=

1 1

sin(a)

-1 'cos(a)




1.3)

A definiciokbdl kovetkezik, hogy a koordinatasikon az i vektortdl a szoggel elforgatott
egységvektor a kovetkez6 alakban irhatd fel:
i%=e(cos(a);sin(ot))= cos(at)-i+sin(at)-j

Figyelem: Uj tipusu szogfluggvény-értékek, illetve a tg és ctg-nél értelmezéstartomanybeli

»lukak”

(Szamolashoz, gondolkodashoz: mindig rajzolj kort!)

sin(x)e [-1;1], cos(x)e [-1;1] : vagyis lehet 1; lehet negativ és lehet 0 is az értékiik.

pl. sin(90°)= cos(3m/2)= sin(210°)= tg(0°)=0

tg(n/2) ctg(3m/4)=

sin(—210°)= cos(—45°)= sin(—840°)=
1 1 1 1

-1 Q 1 1 Q i L Q -1 Q i 1
1 1 1 1

Szemléletessé tehet( a sz0g tangense és kotangense is

Definicié (nem kell tudni): Az a sz6g tangense/kotangense €rtelmezve van akkor, amikor a

sz6g koszinusza/szinusza nem 0 és lekkor:

tg()=/(ctg(x)= annak a pontnak az y/x

koordindtdja, amelyet az i vektortdl aszéggel elforgatott egységvektor tartéegyenese az
origo kortili egységsugaru kér(1;0)/(0;1) pontjchozhuzott érintébél kimetsz.
Sziikséges a két tangens és cotangens definicié ekvivalenciajanak a bizonyitasa.

15

Csakis igy szabad a tangensre, kotangensre gondolni!

ctg(a
g(a) y
-2 -1 2 3
i
Q—
1 B
i
sin(a)
cos(a)
-1 :0) A i 1
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1.4)

1.5)

1.6)

Permanencia elv

Ha egy logikai rendszerben 0j fogalmat, Uj definiciét vezetlink be, vagy a mar meglévé
definiciét bdvitjik, akkor azt ugy szabad megtenni, hogy a korabbi definiciok és az az
azokbdl kovetkez6 szabdlyok, tételek, 6sszefliggések érvényesek maradjanak.

Hol hasznaltuk mar a Permanencia elvet?

Figyelem: periodikus ismétl6dés — nézzliik meg a Geogebraban
sin(ot)=sin(a+k-360°), keZ cos(x)=cos(x+r-2m), re Z

tg(B)=sin(B+m -180°), meZ ctg(y)=ctg(y+n'w), neZ

Szoritsuk a sin() és cos() argumentumokat [0°;360°[ illetve [0;27[ kozé,
a tg() és ctg() argumentumokat: [0°;180°[ illetve [0;[kOzé. Ahol ismerjiik, szamitsuk ki!

sin(870°) = cos(19-m)=cos(m+9-21)=cos(m)=—1
sin(217w/10) = cos(—3810°) =
sin(—-550°) cos(-7m/2)=
., 171 T
sin(— m)= cos(—=)=
( 1 ) ( 3)
tg(1860°)= tg(71,4m)=tg(0,4T)
27
ctg(— m)=
8( p )
ElGjelek

Rajzold fol a siknegyedekre az elGjeleket, és a
tengelyekre az értékeket!

sin(0)=0
cos(0)=

sin(37/2)=
cos(37/2)=
Milyen‘hatarok kozott valtozhat x illetve B, ha: (FIGYELEM: RAJZ!)
sin(x)= pozitiv ctg(x)= negativ
0+k2m < x <m+k2m ke Z
cos(PB)=nem pozitiv tg(B)= negativ



.7)

Milyen hatdrok kozott valtozhat y illetve B, ha: (FIGYELEM: RAJZ!)
sin(2y)= pozitiv ctg(y/3) <0
(sin(2y)>0)
0+k2m < 2y < m+k2m ke Z /:2
0/2+kn<y< w2 +kn keZ

cos(2x+3) <0 tg(—B)<0

sin(60°-3f3) =0

A negativ forgasszog Y|

Visszavezetjuk a pozitiv szogek szogfliggvényeértékeinek 1
meghatdrozasara:

Az abrardl is lathatd, de érdekes a kévetkezét.megfontolni. sina
A definicidk alapjan a megfelelG egysegvektorok koordinatai a St
sin és cos érték. A negativ forgdsszog, az olyan,«smintha sinf-o)
tikroznénk a pozitivan elforgatott vektort> az x tengelyre.
Vagyis az elsé koordinata ugyanazya masodik -1-szeres lesz.

A lényeg, hogy#érdemesnézni a kort, itletve a szemléletes definicidkat.
sin(—a)&= =sin(o) cos(—x)=cos(x)
tg(-p) = —ta(p) ctg(-y)=—ctg(y)

Tehat: amennyiben fliggvény hozzarendelési szabaly lesz bel6le, akkor a sin() fv. paratlan
lesz, a cos( ) fv.\pedig paros.

Gyakorlasa

sin(—45°) =/ =sin(45°)= tg(-m/3)=
ctg(=7m/5)=" cos(—342°)=
tg(—75°)= ctg(—90°)=

Vegyiik észre, hogy néha egyszerlbb 360°-ot hozzaadni...
Fisyelem: Kodnnyebb dolgozni pozitivargumentummal!!!
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II) A szogfliggvényértékek meghatdrozasa

[1.1) Ismerkedés az Uj definicidkkal

sin(400°)=sin(40°), a tg() és ctg() argumentumokat [0;180°[-ba.
Aki nem hasznalja a koroket, az 6korkor.

60

Mivel egyenl§?

sin(180°)= tg(180°)= cos(180°)=
sin(210°)= tg(225°)= cos(240°)=
sin(810°)= tg(670°)= cos(1320°)=
sin(270°)= tg(270°)= cos(270°)=

.
7

1

-1

N
»

N
N

A

sin(330°)= tg(315°)= s(432°)=
sin(0°)= tg(0°)=
sin(-60°)= tg(2190°)= ‘

tg(45°%)=

ctg(180°)=
ctg(270°)=
ctg(-850

ctg(360°)=
1

A
(-95°)=

ctg(0°)=
ctg(2190°)=
ctg(45°)=

_Qj1 _1
A

cos(—420°)=
cos(150°)=
sin(18°)=
cos(90°)=

dh)

-1
ctg(-180°)=

ctg(—390°)=
cos(—72°)=
ctg(90°)=

¥

i
%

Ahol nincs pontos érték, ott a sin-cos argumentumokat [0;360°[ -ba alakitsd: pl:



A
4ij1 -
A
sin(7m/3)=
sin(3m/2)=

sin(11m/6)=

sin(—m)=0

sin(360°)= tg(360°)= cos(360°)= ctg(—360°)=
sin(120°)= tg(—135°)= cos(540°)= ctg(—270°)=
sin(570°)= tg(1200°)= cos(1110°)= ctg(—1560°)=
sin(—901°)= tg(—3901°)= cos(—2170°)= ctg(225:)=

-1 -1 -1
sin(mt/6)= cos(m/3)= tg(m/4)=
sin(mt/2)= cos(m/2)= tg(m/2)=
sin(2m/3)= cos(5m/6)= tg(3m
sin(m)=

ctg(5n/3)=
ctg(2m)=
ctg(—m/2)=
ctg(—m)=

R
\Q i 1
cos(7n/-6)= ctg(—n/3)—
cos(3m/2)= tg(-3m/4)= ctg(-3m/2)=
cos(11m/6)= tg(10m/3)= ctg(—26m/3)=
sin(9m/2)= cos(22m/3)= tg(13n/4)= ctg(—257t/6)=
1

1N
N

=
N

'\?/
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sin(-m/6)= cos(-4n/3)= tg(73m/6)= ctg(73n/6)=
sin(-m/2)= cos(-3m/2)= tg(—7m/4)= ctg(5n/4)=1
sin(-5m/6)= cos(-13m/6)= cos(2m/5)= cos(10m)=
1 1 1
-1ko i1 -1ko i -1\@ i1
1 A A

[1.2) Alényeges tartomany: [0°;90°]
a) Hegyes-szog
sin(30°)=
tg(n/3)=
cos(2m/5)=
ctg(45°)=
b) Ha90°< o < 180°, akkor:
sin(PB)=sin(180°-f),

= ha tg(P) és ctg(p) értelmezve van,

tg(B)=—tg(180°—p)

sin(—135°)=

cos(-3m/5)=

cos(-53m/5)=

sin(750°)=

cos(22m/5
ctg(5525°)=

O =
e

Cos

tg(125°)=
cos(—2)= (si) =
tg(5/7 - m)=>?

ctg(20m/3)=

tg(35m/4) =?



c)

d)

Ha xe [n;3n/2] = (gyakorlatilag 180°-ot forgatunk! igy kénnyebb elképzelni!)

sin(x)=—sin(x—180°)

cos(x)=—cos(x—180°)

sin(x)=—sin(x+180°)

cos(x)=—cos(x+180°)

= ha tg(a) és ctg(a) értelmezve van, akkor:

tg(x)=tg(x— 1/2)

sin(225°)=

cos(5m/4)=

ctg(x)=ctg(x-m/2)

ctg(7n/6)=

tg(240°) =

ird 4t 0° és 90° fok kozé az argumentumot:

pl.: cos(192°)=—cos(12°)

sin(195°)=
sin(10m/7)=
cos(250°)=
sin(6345°)=

cos(45m/4)=

Ha Be [270°;360°]
sin(P) = —sin(360°-P)

tg(220°)=
tg(2659)=
ctg(4,2)=
tg(8/7 - )=
ctg(437/6)=

tg(2760°)=

cos(P)=cos(360°-f)

= ha tg(p) és ctg(P) ertelmezve van,akkor:

tg(B)=-tg(3602~P)

sin(3002)=

cos(11m/6)=

ctg(P)=—ctg(360°-B)

ctg(7w/4)=

tg(57/3) =

Ird 4t 0° és/90° fok kozé az argumentumot:

pl.:.cos(272°)=cos(88°)

5in(295°)=
sin{12m/7)=
cos(332°)=
5in(2867°)=

cos(71m/6)=

tg(310°)=
tg(347°)=
ctg(5,8)=
tg(25/13 - )=
ctg(107m/4)=

tg(35m/3) =?

’|
1

0sd ﬂl

c
\

sin¥

1-18¢°

\cosb 1

(ol

6074 I x
siné
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[1.3) Tablazat

Sz6eek A tablazatbdl A szogfluggvényérték elGjele,
& kikeressik vagy értéke
sin() | cos() tg() ctg()
0° L 0 1 0 , nincs
értelmezve
az o
szogfliggvényét + + + +
90° — 1 0 _ nines
értelmezve
a180°—-a
szogfliggvényét +
180° _— 0
az o.—180°
szogfliggvényét - +
270° , 0
értelmezve

I1.4) Gyakorlas
a) Helyezd be [0;90°]
cos(—3840°)=

z érték, szdmold is ki!
sin(3465°)=

sin(680°)=
ctg(27n/3)=
sin(—23,7x)=;

] k6zé, vagy [0; nt/4] k6zé. Ha ismert az érték, szamold is ki!

cos(105°)=

—sin(15°)=
tg(2465°)= sin(-410°)=
sin(780°)= c0s(1908°)=

sin(11m/7)= tg(—22m/9)=



I1.5) Terlet
a) Haromszog teriilete

retel: 7,- 2-2-5n(7)

, »két oldal szorzata, szorozva a kdzrezart szog sinusa per kettd.”

a-b-sin(y) _am, o

Biz:  yhegyesszog = b-sin(y)=ms =

2 2
-b-si ,
Y derékszég: = b-sin(y)=ma = g szln(y) -4 Zma =T

a-b-sin(y

Y tompaszdg = b-sin(y)=ms = .

b) Tétel: konvex négyszog terllete:
e-f-sin A
e Jsinte) : (9) ol (|)=(e;f)

Biz.:

Egy A-ben: sq=9 és sp=12 cm. Az altaluk bezart sz6g 18°. Ta =7?
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Haromszogbdl adott: a+b=30e; T4= 542 e?, y=45°. Mekkora az a és a b oldal hossza?

[1.6) Trigonometrikus alapegyenletek — amikre mindent visszavezetiink

a)

b)

Inverz? inverz!

»Egyenletnek lehet tébb megolddsa”, de ,egy fliggvénynek v. mtiveletnek csakis egy
kimeneti értéke lehet!”
Keressik azt az o szoget, amelyrdl tudjuk, hogy 6in(x)=0,5.

Felrajzolva az egységkort, lathatd, hogy kett6 megoldas van, €s mindketté egy-egy
sorozat, vagyis igazdbdl: két sorozat megoldas van:

-

xX1=T/6+ki-2W x2 = 5T/6 + k2227 ahol ky.ésk> € Z.
igy két ,megoldassorozatot” kaptunk.

Alapegyenletek
cos(2—10°)= <0,766045 x=-07660

N

ctg(m/3 — 2y)=-1

Megfigyelés: Sin, Cos egyenleteknél dltaldban 2 sorozat gyok van, tg, ctg-nél: dltalaban
egy sorozat gyék van.
Erdekesség: sin(3x)=0 és cos(20~45°)=—1 egyenleteknél egy gydksorozat van.

Oka: A széls6értékeket (—1; +1) csak egyszer veszik fel egy periddusban, a zérushelyeket
pedig kétszer, félperiddusonként!



c)

,Egyenletnek lehet tobb megolddsa” de ,egy fliggvénynek v. miveletnek csakis egy
kimeneti értéke lehet”

arcsin(x):=sin}(x) arccos(x):=cos}(x)
arctg(x):=tg }(x) arcctg(x):=ctg™(x);

De milyen értékeket adnak?

Az arcsin() a [-mt/2; & /2]-ba ad értéket. arctg() a ]-n/2; ® /2[-ba

Az arccos() a [0; 180°]-ba arcctg() a ]0; 180°[ -ba.

Nyilvan az eredeti az csak radianba, de a szamoldgépek fokba is.
Pl.: arcsin(0,5)= /6 . Jobb gépek igy irjak ki, de mas gépek: 0,523598

De hogyan dolgozunk velik.
Egyenleteknél, ahol nem ismert szog a keresett (rész)eredmény,
adjuk meg a kerekitést. Mindig pontos értékek

J/"’

I

sin(3x-1t/7)=0,3

l.
(3x—m/7)1=arcsin(0,3)+m;1-2

[lI) Trigonometriai fliggvények: milliméterpapir!

I11.1) Flggvényelemzés az eddigi szinten: (tablazatban, mellette, rajz)

a) A fuggvény definicidja
b) Ert. tart. (Ert. készlet alt. késSbb, a menetnél!) A trigonometrikus fv-eknél a szoget

radidannal, tehat valds szamokkal mérjik!
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c) Periodicitas
Def.: Legyen az f( ):Df —Rs; y=f(x) és egy periédus: pe R".
Ekkor az f fliggvény periodikus, ha teljesul a kovetkez6 két feltétel: (Mat. Kislex.)
V x€ Di = x+k-pe Drahol: ke Z és V xe Df = f(x)=f(x+p)
A definiciobdl kovetkezik, hogy ha egy fliggvény p-re periodikus, akkor végtelen sok
periddusa van: 1-p; 2-p; stb.
Ha 3 legkisebb periddus, akkor az az alapperidédus.
Lattunk mar ilyen flggvényeket: tortrész fliggvény; konstans fv.

AL L

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Erdekes a konstans fliggvény. Periodikus, de nincs alapperiédusa!

A jellemzésnél ha periodikus a fiiggvény,“akkor azt szégezziik le el6szér, mert késébb
ezt mar felhaszndljuk!

d) Zérushelyek
Természetesen ha periodikus, akkor sorozatokkal adjuk meg Sket.

e) Menet — ha periodikus: akkor egy periodusban
(i) Monotonitasok<a fogalmakat mar lattuk, ismételd at a definicidkat!
(ii) Konvexitas
Def. (Egy szemléletes, de hibdatlan definicid!):
Azt mondjuk, hogy. egy f( ):Dr—Rs; y=f(x) fliggvény konvex/konkav az |cDs folytonos
és zart intervallumon, ha V x1 # x2 € | = az (x1;f(x1)) és (x2;f(x2)) pontokat
08szekoto har V pontja f( ) grafikonja folott/alatt van.

3

2 | 94
3
1 +
2
* x
i 2 3 4 5 6
3 -2 \\<

-1

konkav konvex

Def.: ... f() fv konvex az [a;b] < Rrintervallumon, ha

x1+xzj<f(x1)+f(xz)
2 ) 2

VX1,Xx2€ Df = f(



Inflexids pont: az az értelmezéstartomanybeli pont,
ahol a fv. konvexbdl konkavba,
vagy konkavbél konvexbe valt. pl:

/\ 1 /\
-3/ 2 - -/ 2 m™w/2 ™ 3mr/2 21T 5m/2
-1

(iii) Széls6értékek (abszolut, lokalis) helyek, értékek
(iv) Ertékkészlet

(v) Alak
(vi) Paritas
4
3
2 g(x)
-2 -1 0 1
Paros fv.: ...f egyvalt -2

Vx e Df= —xe Dsé

Dt = —xe Df és f(x)=—f(—x)
Mit jelent ez a grafikonra nézve? Azt, hogy:
P(x;f(x))e grafi < P’(—x;—f(x))e graft

)
grafs tikros az origora.
pl.: f1: R=R; x> x? vagy f: R=R; x—x3

Rajzold fel! Figyeld meg, hogy a pératlan kitevSjiek mind ilyenek: x?%*1 fv.
Vegylik észre, a sinus mint hozzdrendelési szabdly, ezt tudja.
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[11.2) A szinusz fliggvény

Q

c) Periodikus
Alapperiodus: 2T.

Vagyis V x€ Dsin = x+k-27e Dsin ahol: ke Z; és V xe Dsin = sin(x)=sin(x+2T)
Fontos: a periodikus fv-eket az abr. és jell. soran egy jo peridduson beliil kell csak vizsgalni. Ennek a két
széle legyen zart, de elég lenne csak félig nyilt intervallumot vizsgalni!

a) Definicié: sin(): R—R; y=sin(x). /
b) Dsin: K

d) Paritas: sin(x)=—sin(—x) = paratlan, az origéra szimmetrikus a grafikonja

e) ZH.
f) Menet vizsgdlat egy periédusban: a [0;27] intervallumon
Monotonitasok; SzélsGért.; Ertékkészlet; Konvexitas
2
sin( ) fv. 0 10;7/2[ m’;)/(. h. In/2;m[ infl.n;)ont Jm;3n/2( . 3n/2; T
ZH 0 0

menet

min-max é.

konvexitas

g) Ertékkészlet: Rin=
h) Alakja: ,szinuszgorbe”. Az alapfliggv.
i) Grafikonja
Figyelem: az alapfliggvény O
meredekség linearis fv.

lj meg szép fv. grafikon rajzolni!
1 2,094 2,356 2,618 3,142 3,665 3,927 4,189 4,712 5,236 5,498 5,76 6,283
90° 120° 135° 150° 180° 210° 225° 240° 270° 300° 315° 330° 360°
| 7/2 |2n/3| 3n/a| sn/6| n | 776 | sn/a| ams3 | 3ms2| 57/3 | Tsa 117076 27 |

0,87 ‘ 0,71 ’ ‘ ‘

-0,71 ‘ -0,87 ’ ‘ -0,87 ‘ -0,71 ‘ ‘ ‘

-2m -3m/2 -T -m/2 0 w2 m 3m/2 2m




I11.3) Acos() fv.
a) Definicid: cos( ): R—R; y=cos(x).
b) Decos:
c) Periodikus
Alapperiodus: 2.

Vagyis V x€ Dcos = X+k-27t€ Dcos ahol: ke Z; és V xe Dcos = cos(x)=cos(x+2m)
Fontos: a periodikus fv-eket az abr. és jell. soran egy jo peridduson beliil kell csak vizsgdlni. Ennek a két
széle legyen zart, de elég lenne csak félig nyilt intervallumot vizsgalni!

\i

Q

d) Paritas: cos(x)=cos(—x) = paros, az y tengelyre szimmetrikus a grafikonja
e) ZH.:
f) Menet vizsgalat egy periédusban: a [0;27] intervallumon

77 7

Monotonitasok; SzélsGért.; Ertékkészlet; Konvexitas

ZH
menet
min-max é.
konvexitas

\ 4

h) Alakja ,szinuszgorbe”. Figyelem: Az alapfiiggvén edeksége /2-ben: -1 !
i) Grafikonja

g) Ertékkészlet: Reos=

7

Figyelem: az alapfliggvé
meredekségu linearis fv

elel6 helyeken az 1 illetve -1

"/\2\“// 2 )

0balj meg szép fv. grafikon rajzolni!

047 1,571 2,094 2,356 2,618 3,142 3,665 3,927 4,189 4,712 5,236 5,498 5,76 6,283
4 60° 90° 120° 135° 150° 180° 210° 225° 240° 270° 300° 315° 330° 360°
| nsa | w3 | w2 |2ns3| 3nsa| snse| = | 70/6 | snsa| ans| 3n2| sns3 | 7msa |11mse] 2m |

-0,71 ‘ -0,87‘ ‘-0,87 ’ -0,71’ ‘ ‘ ‘ 0,71 ‘ 0,87 ’ ’

-2m -3m/2 -T -m/2 0 |12 m | 3m/2 2m
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[11.4) A tangens fv.

a) Definicid: tg( ):R\{xe R|x= m/2+km, ke Z} — R; y=tg(x)

b) Dy = {xe R|x# m/2+km, ke Z}
c) Periodikus

Alapper:
d) Paritas

vagyis:

tg(x)= —tg(—x) = paratlan, az origéra szimmetrikus a grafikonja

e) ZH.

f) Menet vizsgalat egy periddusban: a [-1t/2;7/2] intervallumon

sl -n/2 | ]-n/2;0[ inﬂ.(;ont 10;7/2[ /2
ZH

menet

hatdrérték:

konvexitas

g) Ertékkészlet: Ryg=

h) Alakja ,tangens”. Figyelem: Az alapfliggv

Aszimptotak:

i) Grafikonja:
Figyelem: az origéban, és 3
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by

\

y=x fliggvényhez simul!

-3m/2

-1,571 -1,047 -0,785 -0,524 O

- -m/2 0 m/2

-2

-4

-6

0,524 0,785 1,047 1,571

fok 60° -45° 30°  ©0°  30° 45° 60°  90°
xrad | o | w6 | ma|ws| o | we| wal| as| an
tg(x) ’ ‘-1,732‘ 1 ‘-0,577’ 0 ’ 0,577‘ 1 ‘ 1,732 ‘ ’

™

3m/2

2m



[11.5) A cotangens fv.
a) Definicid: ctg( ):R\{xe R|x= 0+km, ke Z} — R; y=ctg(x)
b) Dctg = {xe R|x# 0+km, ke Z}

c) Periodikus
Alapper: vagyis:

y

1

d) Paritas 0
ctg(x)=—ctg(—x) = pdratlan, az origéra szimmetrikus a '

grafikonja
e) ZH.:
f) Menet vizsgalat egy periddusban: a [0;7] intervallumon

0 10;7t/2[ /2 In/2;7m[ b 03n2[| 3m/2 ;27 21
cos( ) fv. . .
infl. Pont infl. Pont
ZH
menet
min-max é.
konvexitas

g) Ertékkészlet: Retg=
h) Alakja ,tangens”. Figyelem: Az alapfi

eredeksége m/2-ben: -1 !
Aszimptotak:

i) Grafikonja:
Figyelem: m/2-ben, és az

-3m/2 - -m/2 0 w2 rr 3m/2 2m

-2

-4

-6

0 0524 0785 1047 1571 2094 2,356 2618 3,142
fok 0°  30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180°
wa | 7 | w2 | 2ns | 3w | swe | w2 |

cg(x) ‘ ‘-0,577‘ ‘-1,732’ ‘ 1,732 ‘ ‘ 0,577 ‘ 6E-17’
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IV) Trigonometrikus fliggvénye transzformacidja

74

IV.1) FUggvénytranszformdciok - elméletiik (ismétlése)
Linearis fv-el trafézunk kivialrél, bellrél.

a)

c)

d)

f( ): az alap, és 6 a bels6 fv. g fv-el trafézom kivilrél.

g( ): ax +b = gof: a(f(x))+b, vagyis az y tengely mentén (x tengely(i) ,a” aranyu

merdleges affinitdssal trafézom a fv. grafikonjat, majd v(0;b) vektorral eltolom.
=

All: periédus marad. Biz: trividlis
a(f(x))+b=a(f(x+p))+b < a(f(x))+b=a(f(x))+b IL g

2

Ha g( ): y=a-x, a#0 akkor: zérushely is marad, paritas is. o)

Ha g( ): y=ax+b, a#0 és b0, akkor altalaban sem a zérushely sem a

) g(fig)
paritas.
f): az alap, és & a killsé f belsé (linedris) f AN
:azalap, és 6 a kiils6 fv. g a bels6 (linearis) fv. 9
2() g()
g( ): y=ax +b = fog: f(ax+b). \l/ -
Ekkor az x tengely mentén traf6zddik a fv. De hogyan? N Of
I(xo)

Lathatd, hogy ha az f fv-be xo -t szeretnék dobni, akkor az f(g()) fv-be: g(xo0)-t kell
bedobnom.
Vagyis pl.: sin(3x) fv-nél:

g: y=3x Inverze: g( ):y=x/3

ha az xo=Tt/2-re akarok 1 értéket kapni, akkor @z xo=1/2 helyett g=%(xo)-t,

vagyis g 1(m/2)-6t, vagyisi(w/2)/3-at kell bedobjak.

Hogy trafézodik ekkor‘a sin(x) fiiggvény?

Hogy ugyanazon y értékeket megkapjam, az eredeti x értékek helyett azok felét kell

bedobjam, vagyis az x tengely mentén, , 0sszenyomodott” harmadara a fliggvény.

Osszességében:az x tengely. mentén trafézom a g fiiggvény inverzével, hiszen az f(xo)
érték ezentul a g~i(xe) helyen jelenik meg: f(xo)=f(g(g7*(xo0))) hiszen: g(g~(x0))= xo

All: a périddus egy belsé linearis fiiggvény hatasara a kovetkez8képpen valtozik:
g: y=ax+b = p’=p/|a| (A bizonyitds nem torzsanyag!, itt csak pozitiv a-ra.)

Biz.: 1. V xe Dgistb, kell: f(g(x+p’))=f(g(x))

Igaz, ui: g(x+p’)=alx+p’)+b=(ax+b)+p =v

2. Kell: p* minimalis.

Biz.:ind. Tfh.: 30<p”<p’ = Vx = f(g(x+p”))=f(g(x))

=f(a(x#p”)+b)= f((a(x)+b)+a-p”). Ekkor a-p” jé periddus lenne, de a-p”<p 2
Azérushely és paritas megvaltozik, elveszik stb.

Add meg a transzformaciot

g(x)=5-f(x)-3 g(x)=—-2-f(3x-5)+4



IV.2) Trigonometrikus fv-ek transzformdacioja
Add meg a transzformaciot, a periddust és dbrdzold. Az alapfliggvényt lathatod.

f( ):R—R; f(x)=—2-sin(x)+0,5

-m/2 0 ™2 m. 3m/2 <2 Bm/2

Vegylik észre, hogy ez a trafdzott fliggvény maga a:
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V)
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X
h( ):R—R; h(x)-3-cos(5—zj—1

-2m -3m/2, -m aw/2 0 T2

Szogfliggvények kozti 6sszefliggések

Motivacié: be fogjuk latni, hogy a permanencia elv alapjan tortént a szogfliggvények definicidja
altalanos szogekre, a mar — derékszogl hdromszog segitségével — megismert Osszefliggések a

szogfiggvények kozott tovabbras érvények “azw.altalanos |definicio 4ltal

szogfliggvényekre.

V.1) Alap 6sszefliggések
a) Pitagorasz-tétel a trigonometriaban
All.: sin?(x)+cos?(x)=1
Az abrand lathatd,” hogy a siknegyedekbe esé szogek
egységvektorainak koordinataival derékszogu
haremszogek alakithatoak ki. Ezek atfogdja egységvektor

sing

meghatdrozott

hosszisagu.. Befogdif hossza a megfelel6 sin és cos |

filggvényértékek A 'v. azok abszolutértékei. gy V \
siknegyedben félirhatoé a Pit. tétel: \

[8in(x)]%+] cos(x)|? = 1 & sin?(x)+cos?(x)=1

2 Isin bl

Hawpedig x=k-1t/2, akkor az egységvektor valamelyik tengelyre illeszkedik. Ekkor nincs
ugyan derékszog(i hdromszog, de ekkor az egyik szogfliggvényérték +1 v. =1, a mdsik

pedig O.
igy itt is igaz:
sin?(x)+cos?(x)=1

Vagyis: ezentul: sin(x)=%/1—cos’(x) és cos(x)= £/1—sin’(x)



b) SzOgtangense, kotangense

Atg(a)= sin(a) Osszeflggést itt nem kell bizonyitani: definicié! Ui.: ctg(o)

cos(a)
Ha x#k-/2 = tg(x)=1/ctg(x) illetve: tg(x)-ctg(x)=1
c) 180°-kal torténd forgatas
o +180°: sin(ot £180°)=—sin(a)
cos(o £180°)=— cos(x) -
e

Biz: Lathatdé, hogy ez egy kozéppontos ,
tiikrézésnek felel meg. "

o#90° + k-180° ke Z = tg(o £180°)=tg()
o# k-180° ke Z = ctg(o £180°)=ctg()

V.2) Gyakorlas

a) cos(x)=—73 Mennyi a tobbi szogfliggvény?

Mo.:x1= = sin(x)= = tg(

X2= = sin(x)=

=@ = cos(a)=D
=@, sin(ot)= © = cos()=O

d) Hatdrozd meg a kovetkez§ kifejezések ET-at, majd igazold a felirt azonosséagot:

(i)

=1+tg’(x)

1
os?(x)
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y _ _ 1-2cos*(x)
(i) tglx)-ctgx)= sin(x)-cos(x)

V.3) Egyéb osszefliggések:

a) 190°-os forgatds: el6szor +90°-0s . j[90° .

e(cos(a);sin(at)) < e= cos(oa)i+ sin(o)j AN
,Linearis kombindciok linedris kombinaciéja az eredeti
vektorok linearis kombinacidja”; vagyis:

e= cos(a)i+ sin(a)j = e™%°=

igy: cos(0+90°) = —sin(0) és sin(0i+90°)=cos(cx)

Ugyanez —90°-os forgatasra HF.
Végeredménye : co$(0i—90°) = sin(at) és,sin(0t=90°)=—cos(c)

Nyilvdn nem magoljuk be, hiszen elég megnézni egy konkrét forgatdst, és onnan mar
tudhato altaldanosan; legegyszer@ibb mondjuk 60° — 150°

b) Potszogekre vonatkozo tételek kiterjesztése:

Allitdsok:
sin(90°—a)=/cos(ot) cos(90°—at)=sin()
tg(90°—at)= ctg(o) ctg(90°—a)= tg(o)



V.4) Gyakorlas
a) Szamitsd ki a kovetkez6 kifejezés pontos értékét:

sin’ (15°)
(1-cos(15°))(1+sin(75))

+2-sin(600°)-tg(30°)

b) Szamitsd ki a kovetkezs kifejezés pontos értékét:
tg?(60°)+sin(22°—B)—cos(30°+p)+sin(30°)—cos(68°+P)+sin(60%=

c) Forgatas

Egy négyzet kozéppontja az origd

az A(5-3) pont. Ird fol a

koordinatait!

-3)
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V.5) Addicids (0sszegzési) képlet bizonyitdsa elemi Uton

All.: sin(o+p) = sin(ot)-cos(B)+cos(ax)-sin(B)
a) 1. bizonyitas: Ptolemaiosz tétellel

Hdrnégyszogben: ac+bd = ef
Legyen AC atméré a korben, a szogek az dbra
szerint.

Ekkor az oldalak a szogek megfelel6 A
szogfliggvényei.

f=sin(o+p) (Lasd abra)
Vagyis atirva a Ptolemaiosz tételt:

sin(oi+PB)=sin(ct)cos(B)+cos(a)sin(P)

b) Terulettel

Rajzoljunk fel két derékszogli hdromszoget az
abra szerint.
AD:=1

igy: m=sin(ai+B)

2-Tasp=2-Tacp+2-Tasc

cos(@)

cos(5)

sin(&)+cos(a@)-sin(f5)-

zel ndolatmenettel kiszamithato a cos(a+P) is, hiszen AT=cos(o+)
teriletek:

igy AT-m=AB-m —TB-m

AT=AB-TB

Latszddik, hogy kell még: TDB4 = 3.

sin(a)




‘\r;“*\g-\"m\
DAl o s

Tlagv LThee e =01

Szerkesztette: Vizhdnyo Zsolt Sch.P. ©
81





