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Logika - Bevezetés

I. Kvantorok — bevezetés
1) Kvantorok

2) Legaldbb/legfeljebb
Van-e 8 alma annal biztosan, akinek nem volt egy sem, majd vasarolt
a) legfeljebb 5-6t b) legaldabb 12-6t

c) Legfeljebb 12-6t, d) legalabb 5-6t.

ird fol intervallummal, illetve ird le a , legaldbb” és.a , legfeljébb” szavakat hasznélva
értelmes magyar mondatokban a kovetkez6ket:
a) 7<a b) 2<b<5

c) c<—4 d)—3<d <0

A farmerboltban 6tféle szakadt farmertlehet kapni. Ot |any véleménye van alabb, de
pontosan csak egynek van igaza. Ki lehet az?
Anna: Egyik sem jo farmer. Biborka: Legfeljebb egy farmer jé.
Cili: Legfeljebb ketté farmer jo. Dominika: Legfeljebb harom farmer jo.
Emma: Legfeljebb négy. farmer jo.

Ot fii véleményébghszintén pontosan egy igaz:
Feri: Ezek koz(il legalabb egy farmer j6, Géza: Legaldbb két farmer jé
Hugd: Legalabb harom farmer jo Istvan: Legalabb négy farmer jo,
Kéroly: Mind az 6t farmer jo
Il. “Kijelentés — allitas - itélet
1) Kijelentés, allitas — ,prédikatum”
Igazak vagy hamisak az aldbbi kijelentések?
® Minden egész szamnal van nagyobb egész szam.

e Van olyan raciondlis szam, aminél nincs nagyobb egész szam.
e Egyik egész szam sem oszthatd nala nagyobb egész szammal.

e |étezik olyan természetes szdm. ami nem oszthatd nala nagyobb természetes
szammal.



2) Egy allitas tagadasa - egyvaltozds logikai mlvelet
a) Ird le az alabbi allitadsoka tagaddsat, majd dontsd el, melyik az igaz — ird mellé!
e (Csak barnamedve van a vilagon.
¢ Minden zebra csikos.
e Minden paralelogramma trapéz.

e Egyetlen egész szdmnak sem osztdja a nulla.

Tagadd le az aldbbi dllitasokat és dontsd el, hogy az 4llitas vagy a tagadasa az igaz!

e Van olyan autd, ami nem benzinnel megy.
e Van olyan trapéz, ami nem téglalap.

e |étezik olya egész, melyet a 12 nem oszt.
® Van rozsa tuske nélkil.

b) Ird fol a kdvetkez6 mondatokat Ugy, hogy ne legyen benniik tagadas:

e Atanarok nem az ellenségeink.
¢ Nincsen 5-6s munka nelkul.

e Lusta kitlin6k nincsenek:

e Nem kedvelem ahanyagokat.

e Egyetlen tanar semkeres sokat.

Senki sem bukik‘matekbdl, aki tanul.

c) Irdlerazalabbi allitasok tagadasat!

® Minden utas legfeljebb 5 kg cukrot vihet magaval.

Minden pozitiv egész szamnak legalabb kett6 kilonb6z6 pozitiv osztdja van.

Minden él6lény testének legalabb 60%-a viz.

Barmely egyenesnek és kornek legfeljebb egy metszéspontja van.



d) Egészitsd ki a kovetkez6 mondatot, majd tagadd (legfeljebb, legalabb).

........................... négyes annak a szorgalma, akinek .......................... harom
kettes osztalyzata van.

Tagadd az alabbi allitasokat!

e Van olyan zene, amit naponta legaldbb 6tszér meghallgatok.

e |étezik vers, ami legfeljebb harom szdbdl all.
e Van olyan egyenes és négyszog, melyeknek legaldbb 4 k6z6s pontjavan.
e |étezik olyan valds szdm, melynek az abszolut értéke legfeljebb 3.

ird le az aldbbi allitasok tagadasat. Ne hasznal tagadé szavakaty(ha lehet)!
e |étezik szorgalmas diak.

¢ Minden jegyem 6t0s vagy négyes.
e Van, aki latott szorgalmas didkot.
¢ Minden ember halandé.

e A rofi mindenevé.

¢ Mindent megtanultam.

¢ Nem tanultam meg mindent.

e Akidanul, atmegy a vizsgan.

e) Toltsd ki a tablazatot!

| T 4 Hugé nem kiityiifiiggo:
HugqKiityifig o I%Iug(’) normzi/lis ég P TP
igaz
hamis

f) 4., Minden szekrény barna.”

Valaszd ki az aldbbiak koziil, amelyik tagaddsa a fenti kijelentésnek!
A) Van olyan szekrény, amelyik nem barna.
B) Nincs barna szekrény.
C) Van olyan szekrény, amelyik barna.
D) Pontosan egy szekrény barna.



g) Irjolyan allitdsokat, amelynek tagadasai a kdvetkezd allitasok:

A: Van olyan ruhabolt bolt, ahol nem arulnak nadragot.
B: Minden iskoldba jar fiu is és lany is.

C: Pista minden meccsen |6tt golt.

D: Naponta legaldbb 4 6rat tanulok.

Megadunk 7 allitast:

A: A paros szamok mind 2-re végzddnek.

B: A paros szamok mind 0-ra végz&dnek.

C: A paros szamok nem mind végz&dnek 2-re.

D: A paros szamok 2-re vagy 0-ra végzddnek.

E: A 2-re végz6d6 szamok paros szamok.

F: Van olyan paros szam, amely 2-re végz&dik.

G: Van olyan paros szam, amely nem 2-re végzddik.
a) Melyik igaz, melyik hamis? ird le a jeliiket.

b) A fenti kijelentések kozott van-e két olyan, amely egymas tagadasa?

[ll. Kétvaltozds logikai mlveletek
1) A Konjunkcio — Diszjunkcio —/Antivalencia
a) Definicidjuk
Ertelmezd a kovetkezd viccet:'A férjet a felesége elkiildi a boltba ,, Hozz tejet és
ha van tojas, akker hozz tizet!" Hazajon a rend6r 10 doboz tejjel. ,, Volt tojas!” :-)

b) Bélat elkiildi édesanyjaa boltba, és ezt mondja:

(i)» Hozz fiam legalabb tiz mdkoslepényt vagy legaldbb 10 turdsat.
ird le, hagy/mivel 4llithat haza Béla, ha
®  a,vagy -ot diszjunkcidnak

o < antivalencianak értelmezi.

(ii) Hozz fiam legfeljebb tiz makoslepényt vagy legfeljebb 10 turdsat.
e a ,vagy”’-ot diszjunkcidnak

e antivalencianak értelmezi.
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c) Toltsd ki a tablazatot

p q PAq pvq PAq
1 1
1 h
h 1
h h

d) Gyakorlasuk

Az alabbi tablazat haromszogekrél szol:

Derékszogi: &=, egyenld szaru: A

Rajzold le ezt a tdblazatot (a 4. oszlop széles legyen), és rajzolj be megfelel§ A-ket
a 3. és a 4. oszlopba (a 4. oszlopban egy celldba tobb is keriil néha...!)

[ A =~ AA EavA
i i
1 h

h 1

h h

A magyar ,vagy” kot6szo melyik alabb mondatnal diszjunkcid és melyiknél
antivalencia? ird mellé:

e Egyegészszam paros vagy paratlan.

e Egy négyszog lehet téglalap vagy deltoid.

® ( Az n természetes szam paros vagy prim

e Egy haromszog derékszogl vagy egyenlbszara.
e Egy haromszog derékszogl vagy egyenloldalu.

® Azn természetes szam oszthaté 2-vel vagy 3-mal.

Béla vékony vagy rovid haju.
Rajzolj ilyen palcikaembereket (harom van). Rajzold le
az allitds tagaddasat!

1’|mn uotte pics
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Marcsa kék szem(i vagy nem rovid haju.

Rajzolj ilyet (harom rajz). Rajzold le az allitas tagadasat!

e) Tagaddasuk —a De Morgan azonossagok

Az n szdm oszthatd 3-mal is és 4-gyel is.
Huz ala azokat a szamokat koziil, amelyikre nem igaz az allitas;

0 2 8 25 6 24 9
ird le az allitas tagaddsat:

Gizike magas vagy barnaszemdi.
Huz ala azokat, amelyekre nem igaz az allitas

Magas és kékszem Alacsony és barnaszem(
Alacsony és kékszem(i Magas és barnaszem

ird le az el6z6 allitas tagadasat:

Ez az alakzat haromszog vagy nem paralelogramma
Huz ald azokat, amelyekre nem'igaz az allitas

Deltoid Négyzet
Derékszogl-haromszog Szabalyos 6tszog

ird le az allitas tagadasat:

Az n szam nem oszthato 6-tal és nem oszthatd 10-zel
Huz ald azokaty amelyekre nem igaz az allitas

12 30 20 16

Ird le az allitas tagadasat:

Jozsefnek legalabb 3 fia van vagy legfeljebb 4 lanya
Huz ald azokat, amelyekre nem igaz az allitas

5 lany 5 fid 4 1any 2 fid
2 lany 2 fid 5 lany 2 fid

ird le az 4llitas tagadasat:



e Toltsd ki a tdblazatot — mutasd meg vele, hogy a konjunkcid (és) tagadasa az
a tagadasok diszjunkcidja (vagy): -(pAq) = -pv-q

p q pAq | 2(pAq) -p q “pvq
1 1
i h

i

h

e Toltsd ki a tablazatot — mutasd meg vele, hogy a diszjunkeio, tagadasa

tagaddsok konjunkcidja: -(pvq) = -pA-q

p q pvq | 2(pvq) -p
1 1
i h

i

h

\ g

e Huzd ald kékkel azokat a s re az elsé allitas igaz, majd

pirossal azokat, melyekre a ma
Elsé allitds: 5|n v

25 21

Ezek utan tablazattal bizonyitsd be, hogy:
v Q).

Av(BAC) | (AVvB) |(AvCO) | (AvB) A (AVO)

13



2)

14

Az implikacio

a) Bevezetés

Igaz/Hamis — ird mellé!

Ha 5|a akkor 5|4a

Ha 6| b akkor 64b+5

Ha egy négyszog atloi felezik egymast, akkor az paralelogramma.
Ha egy négyszog rombusz, akkor szemkozti szogei egyenldk.

Ha egy négyszog szemkozti oldalai parhuzamosak, akkor rombusz.

Huzd ala, amikor nem igaz a kovetkez6 allitds: ,Ha haromszoget rajzolok,
akkor derékszoget is fogok rajzolni”

Szabalyos 6tszog A: a=5b=12 c=13

Szabalyos haromszog Négyzet

Hazd ald, amikor nem igaz a kévetkezd allitas: ,Ha esik akkor viszekieserny6t”
Nem esik, viszek Esik, viszek

Esik, nem viszek Nem esik, nem viszek.

ird le a kdvetkez§ allitasok tagadasat!

A: Holnap uszodaba megyek vagy moziba.

B: Gy6zni fogunk ha elmegyek szavazni akkor
C: Van olyan diak, akinem kutytzik

D: Hull a ho és Micimacko fazik.

E: Julcsi szereti‘a €sokit és a narancsot.

F: Ha idében hazaérek megnézem a hiradoét.

b)™ Azimplikacio
Ha esik az es6, akkor vizes az ut. E: esik V: vizes. Toltsd ki a tablazatot!

Esik Vizes Tagadas: E A~V A tagadlzis_:illgadésa:
1 i
i h
h 1
h h




c)

A sziikséges és elégséges feltétel

Irj a 15-tel vald oszthatdsaghoz sziikséges de nem elégséges, illetve elégséges
de nem szlikséges foltételt, végll egy szikséges és elégséges foltételt.

Sziikséges, de nem elégséges: Elégséges, de nem szlikséges:

Sziikséges és elégséges:

Egy alakzat paralelogramma - irj foltételeket:

Sziikséges, de nem elégséges: Elégséges, de nem szlikséges:

Szlikséges és elégséges:

Egy alakzat téglalap - irj foltételeket:

Sziikséges, de nem elégséges: Elégséges, de nem szlikséges:

Szlikséges és elégséges:

A Magyar és az Olasz vizlabda csapat dont6t jatszott, végigjatszottdk, és a
magyarok nyertek. Adj meg a dobott gélokra vonatkozé eseményeket:

Szukseges, de nem elégséges: Elégséges, de nem szlikséges:

Sziikseges és elégséges: Nem sziikséges és nem elégséges:

Ha egy haromszog egyenld oldald, akkor egyenlészaru.

Az egyenl6oldallisdg ......cooeveevveceeieire e, foltétele az egyenl@szarusagnak.
Az egyenlBszarusag .....covevrivevvrvneneerennranenns foltétele az egyenl8oldalusagnak.

15



Halmazelmélet — Alapozas

Definicio, jelek, halmazok megadasa
1) Fogalomalkotas a halmazokrdl
a) Néhany ismétl6 gondolkodtatd
* Bizonyitsd be: S=1-1142-21+ 3-31+...42020-2020!=2021!-1

Hany O-ra végzédik: 200!

ird fol a 120 osztéit fastru

an az 504 és 540-nek? Lasd 7.0 Algebra

16



b) A halmaz alapfogalom
Dontsd el, hogy halmaz-e a kovetkez6 — ird mellé!

Paratlan egészek Szigoru tanarok
Primek Okos diakok
A hétfejli sarkanyok Eml6sok

c¢) Halmaz megadasa
Donts el, igaz-e: (Igaz/Hamis) —ird mellé!
2€ Primek halmaza Négyzet € trapézok halm

AeA Ae{A}
2%°+1 € primek halmaza
HaaeNésbeZ = a-bez

Ha acQés be Q= (a/b)e Q

Gondolkodtaté: Melyik az a legkiseb

dszetes szam, melynek pontosan 12
db. osztdja van? ‘

ird fol az aldb einek a halmazat: a) 205 501; b) 100 000; c) 222

kébszamok
inek a halmazat! utolsé szdmjegyeinek a halmazat!

d) Halmaz halmazokbdl

Ha azt mondanank, hogy a sik egyenesekbdl all, az egyenes pontokbdl, akkor a
pont mije a siknak?

17



3)

18

e)

Intervallumok illetve geometriai halmazok
Rajzold fol a kdvetkezd, intervallummal megadott halmazokat a szamegyenesen:
l1=[-2;0] [;=]—00;—-4[ I3={xe R|2<x<5}

ird fol a szamegyenesen &brazolt szamokat mellgjiik - relacid lel, illetv

intervallummal!

Fat | | | | | | |

W I I I I I I I

ird fol azt az egy elem( halmazt,
melynek a 0 az eleme:

rel A={neZ| ®|.} (A 6-tal oszthatd egészek - masképp: 6 tébbszérdsei);
és H=Z. (Ez utdbbi a nagy téglalap)




Részhalmaz
1) Definicid
ird le, melyik igaz: ACB v AcB v BCA v BCA v egyik sem.
A={3;4;5,6)ésB={3;4;5;6;7; 8),

A={1;2;3;4;5;6;7;8)ésB={1;2;3;4,5;6;7;8)
A={x€Z| x+18=24)ésB=(3;4;5;6;7;8)

A={x€Z| 4<x<7)ésB={3;4;5;6;7;8)

2) Trivialis részhalmazok

A={0;1;4}

ird mellé: Igaz/Hamis:
{l}eA {4}cA e
{0;1;4}cA 0ed {0;4}e

Mely primszamokat lehet kidobni a dobdkockaval? ird
ennek a halmaznak az 6sszes részhalmazat!

3) A ,részhalmazsag” mint relacid

Adj meg egy olyan A halma
hogy a kovetkezd harom feltétel
mind igaz legyen:

DCA; DEA; és {{D}}

Halmaz részhalm

4)

c)

asd , hogy egy hételem({ halmaznak pontosan annyi 4 elem( részhalmaza
van, mi elem!
magyardzd meg, hogy miért nem lehet egy halmaz dsszes részhalmazanak
a darabszdma paratlan!

19



[ll. Halmazok egyenl@sége - a bizonyitasok két mddszere

Adottak a kovetkez6 halmazok
P=paralelogrammak, Tr=trapézok D=deltoidok R=rombuszok Té=téglalapok
N=négyzetek
ird mellé: Igaz/Hamis
TécD RcD RcP PcCTr

TécN NcP RcD RcTr

A két definicié sok esetben: a bizonyitdsok két médszere
ird fol az A={-2; %; 0; \/5} halmaz dsszes a) 0 elem(; b) 1 elemd; c) harome

részhalmazat!

Adott az S sikon egy Q pont. Rajzold fel a kovetkezd halmaz
K={PeS|d(P;Q)=1,5cm} H={PeS|1cm<

IV. Halmazok ekvivalencidj Obbfé telen szamossdgu halmazok
Allitsd pérba a ter. 35 3 paratlan természeteseket: két sort irj, egymas
ald, majd a ké : altalanos par.

Teremts a két

20

az kozott ekvivalenciat
ermészetesek és a paros természetesek.



e Atermészetes szamok és az egész szamok kozt.

e * A pdros természetesek és az egészek kozt.

e * Egyfélig nyilt szakasz és egy zart félegyenes pontjai kozt.

Allitsd parba a pozi
marad ki.

teseket és négyzetszamokat ugy, hogy egy sem
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Szamelmélet - Oszthatdsag

Osztd, oszthatdsag
1) Az oszthatésag bevezetése

22

Végezd el a mlveletet — 6sszevonas, csokkend fokszam!
(x=3)(x? +3x+9) =

(x=3)(x® +3x%>+ 9x + 27) =

(x=2)(x*> +2x + 4) =

(x=2)(x3 +2x*> + 4x + 8) =

(x=2)(x* + 2x3 + 4x% + 8x + 16) =

Hany jegy(i lehet? Prébdlj jo becslést adni! Emlékezz: 21° = 1024
21000

* 15600?

ird le — javitsd, ha kell
7|-21 mert

6|15 mert
13|0 mert

Melyik az a egész, amelyik végtelen sok
egésznek osztodja? (Kettd is van...)

982-972 + ... +22-1 =7

100%-9
) szOr parosaval alakitsd 6ket szorzatta...)



e *100%+99%-98%-972 + 96% + 952-942-932+ 922 + ..-1°=?

3) Oszthatdsagi szabdlyok

Emlékeztets érdekes szamokra:
1001=7-11-13 ,Ezeregy éjszaka meséi”
168=7-24 (168 6ra egy hét)
2021=43-47 2022=2-3-333 2023=7-17>

4) Osszetett oszthatdsagi szabalyok

e Adjmeg a kovetkezd szamoknak me
és 0sszetett oszthatdsagi szabaly

25740

osztojat —iasznéld az oszthatdsagi

ogy igaz legyen (a vonalakon 1-1 szdmjeggyel), és a szdm a

45
8_3__

8__2

22 24
8__07__

23



e rdfolaz A =23.3.52 3sszes osztojat fa strukturavall

5) Reldcio tulajdonsagok

e Gondolkodtatd
Felirom a tabldra 1-t6l 101-ig a természe

s hany paratlan szam volt kezdetben a tablan?
Pa agy paratlan lesz az utolsé fonnmaradd szam?

e Miben kilonb6zik mindez attdl, hogy Osszeadom a két szamot, amit
kivalasztok?

24



e Toltsd ki a tablazatot (hamis/igaz)

Anti-

Relacio Reflexiv Szimmetrikus Tranzitiv ) )
szimmetrikus

,meroleges”
(egyenesek)
egybevagd
(pl. A-ek)
kisebb-egyenld
(szamok)

,,08Ztja”
(természeteseknél)
Ose
(é161ények)

egyenlo
(szamok)

része-egyenlo
(halmazok)

6) Egyéb tulajdonsagok
a) Bizonyitsd be: haclaAc|lb=c|

b) Bizonyitsd b yha 6 |[b=6|5a+7b

c) Alinearis nacio: a|b ésalc= a|(k-b + n-c) ahol k és n egész.

sdbe:hacla+bAac|b=c]|a

(5100, 5100,3)>

25



** Melyek azok az n természetes szamok, melyeknek a tizes szamrendszerben

felirt alakjaban a szdmjegyek szorzata n>-10n-22.
(Induld 6tlet: Az n szam szamjegyeinek szorzata nem nagyobb szamnal! (igyesebbek lassak be...!)

** Mutasd meg, hogy: %+%+§+%+... barmilye

(Otlet: Mutasd meg, hogy 1/(k+1) —t6l 1/(2k) ig 6sszeadva a to

* Mut eg, hogy barmeddig adom is 6ssze, mindig igaz lesz, hogy:

+ =+ — +.<1
2 2 2
(Segitség: rajzolj egy négyzetet...)
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d) Sorold fel az 54 valddi és nem valddi osztait.

7) Példak a tulajdonsagok alapjan

Vizsgdld, meg, hogy igazak-e:

7128392

17134529

a,be Z. Igazak-e a kovetkezd allitdsok?
(A=and =és, v =or =vagy, ® = xor = kizdré vagy)
Minta: a + b eredménye ps (paros) = b ps hamis (lehe

a+bps=apsvbps

\ 4

a-bps=apsAbpt
a-bpt=apsvbps

a-bps=apsAbps

lehetségesek (lehet, nem lehet): ha 4|(a + b + c), akkor

13139263

27



e Hozd kanonikus alakra a 2 250 000 -et

e Bizonyitsd be, hogy: 73| abcdabcd és 137 | abcdabed

e Bizonyitsd be: 17|(a + 2b) = 17|20a + 6b

e Mutasd meg, hogy: 121 | (abcd+dc

e Mutasd m n+ 8k =9|14n + 17k

hog

Muta eg, hogy: 17|(a + b) = 17|b(2b + 3) + a(4b + 3) + 19a2.



e *Mutasd meg, hogy: 7|(2a—4b) = 7|2a’>~4ab + 11a + 8b—-35

e Adjmegaz abc—bca -nak minél tébb osztéjat!

II. A teljes hatvanyok, a Pascal-A , nevezetes szorzatta-a
eszkozei - symbolab.com
1) Teljes kdb
(x+y)*=

mélet erds

(x=1)3=
(a—b)3 =

(x+1)3=

2) Masod - harmad - ne

a) Ird ol a Pascal- —vigyazz, a 0. sorral kezdddik ©

fol a zardjelet — a Pascal-haromszoget haszndlva

(a+4)3= (3a+1)3=
(2a-3)3 = (x+1)*=
(2x+3)* =

(3x=5)%=

29



3) Azonos kitevéjl hatvanyok kiilonbsége
a) Bontsd fol a zardjelet, vonj 0ssze!
(a=2)(a’+2a+4)=

(2x=3)(4x*> + 6x + 9) =

b) Alakitsd szorzattd

x3—y? = V1=
x3-33 = x3-8 =
y3-125 = 27x3-1=
2x"-2x = 64x°-729=

4) Azonos paratlan kitevdj(i hatvanyok dsszege: a?**1+b? 1= (a
a) Bontsd fol a zardjelet

(x+1)(x>=x+1) = + 1) (x*3 + x>=x +

(x + 2)(x>-2x + 4)=

b) Alakitsd szorzatta:
a’+8=

x’ +128 = 125x3427=

5) négyzete, illetve két nehezebb szorzatta alakitds

(2x=3y-5)% =
—|d d6rai anyag
* Alakitsd kéttényezGs szorzatta
n*+n?+1= nN+n*+n?+1=

30



nf+n®+nt+n?+1= nNP+n+n®+n*+n2+1=

6) A hatvanyozas és szorzatta-alakitds gyakorldsa

Ahol szorzat van megadva, ott bontsd fol a zardjelet (csokkend fokszam, 6ss
ahol tagok, ott alakitsd szorzatta - mennél tobb tényez6vé! ,In medio stat
Amit lehet fejben, csak a végeredményt ird le:

(2x%-3)(5x% + 2) = (-1)(8%* +1) =
(3x-1)3 = (2%
(x>-3)(x* +5) = (5x + 3y—4) y+4)=
(2x + 1)(x=3)(2x-1)(x + 3) =
(3x=2y)* =

(x4 + 1)(x2 + 1)(x + 1)(x=1) =
6x°—6 =

a*-a’b—ab? + b=

5x%-320 =

(a*+ 1)?>-289 =

x*—(2x=1)? = 45-3x?—6x =
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5x + 14—x2 = 49x2-28x + 4 =

(4x* +1)%-25 = 2x2+9x +10 =
6x2—23x + 21 = 2 a3 s
1250 48

—18x3-32x + 48x% =

a’x—1-2ax + x—a’+2a =

—25x* + 20x*—4 =

(x* + 16)°—64x2 =

4x% +12x+9 =

4x + 6-2x2 =

2x2 + 5x=3 = X%+ 2x+24 =

x*—x? = al+27=
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7)

8)

X3 + x2y—xy?—y3 = =3 + x>-1 =

X*+x3+6x2+5x+5=

Emlékeztet6 két nagyon fontos ismeretre
Mutasd meg, hogy 6|n3-n

A szorzattd alakitas — a szamelmélet egyik legeréseb
a) Add meg zart alakban a kovetkezd szorzatot:

c)

(2 +1)(22+1)(2% + 1)(28 + 1)-... -(219%* + 1) =S
Vagyis ne kelljen 10 tényez6t leirni, vagy mondjuk 12-6t, h
Mit is jelent az ,,Zart alak”?

Pl: 1-t61 100-ig a szamok Osszege:
100-101

96-ig mennénk)

Zart alakban:

Vagyis ha 230-ig kellene 6
zart alak tovabbra is u

1+2+3+..+230=

(2L+1)(22+

.(21024 + 1) -

Keress a 319 + 41%_nek osztdit. Mennél tobbet.
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d) Allitas: 7|2°0-5%,

** Bizonyitsuk be, hogy 1 + 2" + ... + (n—1)" oszthaté n?-tel, ha n paratlan
természetes szam.

or x3 +'- y*z—xyz+y3=0

* Tudjuk, hogy x + y + z = 0 Mutasd

e) Mutasd meg, hogy p gy szam szorzata oszthato

40-nel.
Vagyis 40| A =
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g) Mutasd meg, hogyha 2"-1 prim, akkor n prim.
Ha kell, 1asd érai megoldas!

Matematikai logika - implikacié: 2"-1 prim = n prim.

Az utotag sziikséges feltétele az el6tagnak, mert ha nem igaz az utétag,
el6tag nem lehet igaz, mert abbdl az kdvetkezne, hogy igaz az utdtag.
Vagyis: mi feltettliik, hogy nem igaz, hogy n prim ( = n = prim ), és a
kovetkezett, hogy 2! nem prim.

Vagyis ha 2"-1 primszam, akkor csakis az lehet, hogy n prim.
Keress rd a Mersenne primekre!

9) Szorzattd alakitds, relativ primek, egymast kovet6

e All: 13| abcabc

e Mutasd meg, hogyha 51a, akkor a’

=1

Allitas: ne N = 40| n°-5n3 + 4n
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e Allitas: ne N = 360|n®-5n* + 4n?

e Allitds: neN= 6|n3+11n

. Szamrendszerek
1) Szdmrendszere

a) 0-es szamrendszerbe:

2101253 =

36



b) ird &t az aldbbi szdmokat 10-esbél a megadott szdmrendszerbe:

e 127=x
® 2833=xs
e 210=x3

e * Mutasd meg, hogy egy 6-os szamrendszerbeli pontosan akkor

oszthatd 5-tel, ha a jegyek 6sszege

Mennyi lehet az x,

FFi16—B416="7?
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2) Miveletek szamrendszerekben

e Hany db. 5-jegyl szam van a 3-as szamrendszerben?

e Szamold ki a szdmrendszer alapjat: 15« = 294,

X

e Szamold ki a szamrendszer alapjat: 5064 = 30x-14x + 26«.

\ 4

e Egy derékszogl 4
szamrendszer,

11« , 41y, 40« . Melyik ez a
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Szamelmélet — LNKO és LKKT

I.  Aszdmelmélet alaptétele
1) Azegység

o ¥ (1+x+x2+x3+x+..+x°0)? kifejezésben mennyi lesz az x3° egyiitthatéja?

* (5x-3)= (3x—4)*=

e Alakitsd szorzatta:
XH4x24+1= 2x%+7x=15=

—-2x*+36x°-162= n®—n=

2n3+250=

e  * Bizonyitsd be: ha a;be N és 7|(2a-3b | (18a-6b)

2) A primek kezd6 definicidja
e rdleazelss 10

et négyzetszam az 50!

e Két halmazba osztom az els6 100 pozitiv természetes szdmot. (nem
szlkségszer(in van ugyanannyi a két halmazban) Mindkét halmaz elemeit
0sszeszorzom. Miért nem lehet a két végeredmény egyenls?
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e * Két halmazba osztom a 2 els6 50 hatvanyat (2%, 22, 23.. 2%, 2°0) (nem
sziikségszerlin van ugyanannyi a két halmazban). Mindkét halmaz elemeit
0sszeszorzom. Miért nem lehet a két végeredmény egyenl§?

e Egyenl6-e ez a kett6 szam: 20-45-1000-25-32-420 és 45-250-
(érdemes a kanonikus alakot nézni...)

-64-10-1

4) Osztok keresése, osztok szama

e Keresd ki: a 144 6sszes oszt6jat parb

e 48 egyforma né o Sle té pot lehet kirakni (mindegyiket fel kell
hasznalni!)?

5)

ja 15 és 18. Melyik allitas Igaz/Hamis/Lehet igaz is, hamis is:
nyezGs felbontdsaban:

b) van 11 ¢) nincs 11 d)van 3
f)van5 g) a 3 kitev6je 1v.0
h) a 3 kitevGje 2, vagy tobb i) a 2 kitevGje pontosan 3
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e Add mega 225 osztdit fa strukturaval és parba allitassal is!

e * Mutassuk meg, hogy egy szam pozitiv osztdinak b, mint a

szdm négyzetgyokének kétszerese.

e Szamold ki a 10 000 osztdinak sza

zamokat, amelyeknek pontosan 6 db. osztéja van.

Szedd Ossze
Kanonikus.ala

ztokkal kapcsolatos gyakorlasok
meg azt a legkisebb szamot, amelynek 10 osztdja van.
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* Hatarozzuk meg az a legkisebb pozitiv egész szamot, amelynek pontosan 12
pozitiv osztdja van.

b) 200! primtényezGs felbontdsdban 3-nak mennyi a kitevéje?

24-nek melyik az a legmagasabb hatvanya, amely mé

Hany O-ra végz6dik a kove

200 ! -199.198.....2.
26dik? (HiZZOO._2OO 199-198-...-2-1

L1 71000 100-99-98-...-2-1 )
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c) Hanyadikra kell emelni a 93-t, hogy 278 legyen bel8le?

Mutasd meg, hogy az abcabc alaku szamok kézt nincs négyzetszam. (Erdemes
primtényez6ket keresni eldszor...)

d) 20|N és 150|N. Melyik allitas Igaz/Hamis/Lehet i
10|N 30|N 20-150|N

* {rd f6l 600 dsszes (pozitiv) osztdjan

-t6l 2124-ig az egész szamokat. Az igy kapott
llitja, hogy annak 20615 db. osztdja van. Gergely
osztdja van. Mutassuk meg, hogy mindketten tévedtek.
0615 pt, 20614=2-11-937)

ulashoz: az

ak hany olyan pozitiv osztéja van, amelyet nem oszt a 4.

Al
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7) Oszthatdsagi szabalyok — elemi oszthatdsagok
e *Bjzonyitsd be az 5-tel vald oszthatésag szabalyat!
..a,0)

(Elindulas: ird le a két szamot: a o _,..a,5Vv. aa

e 15|5 30 (ot jegyl szam) llletve: 36|7_20_ (6t jegyl szam). Mit irjunk a vona
helyére, hogy a szam a lehetd legnagyobb, illetve a lehetd legkise

e * Mutasd meg, hogy 5|20192°19+202120%°,

8) Négyzetszamok-kébszam

e Miért nem négyze
a=10100+ 1050+

b=123456789101112
c=100 d=10°%+10%

osztoit, amelyek négyzetszamok!

y N szdmot 23-el szorzok, osztdinak szdma dupldja lesz. Ha azonban 52-el
szoroznam, akkor csak a felével néne az oszték szama. Hany O-ra végz6dik N?
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9) Osztok és a relativ primek a Szdmelmélet alaptétele alapjan

e Legyen M olyan, hogy a=2%-3°|M, b=23.5|M, és c=5%-33|M
Adj meg olyan M-et, amire igaz az el6bbi harom oszthatdsag, és:

a-btM M= a-b|M M=
a-b-cfM M= a-b-c|M M=
a-ctM M=

e * Maximum hdny kiilonb6z6 osztéjat tudom kivalogatni a 10!-nak, ho
paronként relativ primek legyenek? Ezt a maximumot hany kil
tudom létrehozni?

e 3;beN.a’>-b?=2021a és b egész. Men (2021=43-47)

- n>+1 prim!

e Mutasd me y A ne

) Osz lyok - 6sszetett oszthatdsagi szabalyok

ut
(Ne

meg, hogy 60| x°-5x3+4x ha xe N.
d: er@s varunk a szorzatta alakitas!)
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II. Alinearis kombinacid és az LNKO - (a;b) elGallitdsa xoa+yob alakban
1) LNKO megtalaldsa a Szamelmélet alaptétele felhasznaldsaval

e Készits (primtényezbkkel érdemes) 3 olyan O0sszetett szamot, amely harom kozil
egyik ketté sem relativ prim —de a harom szdm LNKO-ja 1.

e Hatdrozd meg: (256000;1440)=

e ird fol az g=2%25%72 és b=32.52.7.11* Osszes
modszerrell

e *Keress 10 olyan ki
LNKO-ja a kivalasz

kett6t kivalasztva az egyik

resd megaz 220 az 1400 6sszes kozos osztojat!
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2) Euklideszi algoritmus alapja — szamok tdvolsaga

e HaaeN i) milehet: (a;a+1)=? ii) milehet: (a;a+2)="?

e Mutasd meg, hogy (14 000001; 14 000 008) relativ primek! (Ne kanonikus
alakkal!)

3) Alinedris kombinacié
e Tudjuk, hogy bla. (a;a+b)=?

® Az 6ran lathato otlettel:
(111222; 111224)=

(1234560; 1234565)=

mennyi lehet: (5a;15a+2)

e Mutassuk meg, hogy (2°+1;2%-1)=1
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4) A kozos osztok ,lélekvandorlasa” vagyis atadasa
e Szamold ki a linearis kombinacié segitségével!
(4900;5300) =

(400;5145)=

e Primfelbontdssal is, és linearis kombi
(840;1560)=

kleidés orltmussal) is:

(629;799

5) rai tortek egyszer(sithet6ségénél

a) n-ekre lesz egyszer(sithetd a tort?

4n+18
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3n+2
4n+1

c) Add megaz (13n—4; 5n+2) lehetséges értékeit! 0

b) Mely n-ekre lesz egyszerUsithetd:

\ 4

d) Létezik-e neN_, n
3n-7

egyszer(s

e) Hatdrozz egyszerUsithet6 legyen (mdsképp:

il 4e 3n+2
n értékét ugy, hogy 2

a meg (8n—3;3n+2) lehetséges értékeit.
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f) All.: 13|(2a+b) A 13| (5a—-4b) = All: 13| (a—6b)

Mutasd meg, hogy ha a és b egész szamok és 17|2a+9b = 17|33a+89b.

n*+3n-1

* Mivel egyszer(sithet6:
n+1

6) Egyéb gyakorlépéldak (Aza é
a) a;beN. a’-b?=5309. (a;

+17| 4b) és 17|(9a+3b) = 17| (11b-a)



b) All.: 7|n’-n, haneN

a;be N. a®>-b?=28. Mi lehet az ,a” ésa ,b”?

Mutasd meg, hogy ha neN =6|n

lll. Legkisebb koz6s
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2) Tételek

e [2:3-73;a]=2-3*%7% Add meg a lehetséges ,a” szdmokat (elég kanonikus alakban).

e [135;b]=1350. Add meg a lehetd legkisebb b-t!

e Két szdm kanonikus alakjabdl mikor deril ki ,ranézésre”, hogy a légkisebb k6z6s
tobbszorosuk a szorzatuk?

e Igaz mindig/Hamis mindig / Lehet is-is ird mellé!
Két pozitiv szam LKKT-je:

a) mindkét szamnal kisebb b) mindkét szamnal nagyobb
c) a nagyobb szamnal kisebb d) akisebb szamnal nagyobb
e) a két szam szorzatanal kisebb f) a két szdm szorzatanal nagyobb
g) a két szam szorzata h) osztja a két szam LNKO-ja
i) osztja a két szam szorzata j) osztja a két szam szorzatat
3) Példak

a) (a;b)=1.[a;b] =1575..Mi lehet a két szdm?

b) A77-es busz 6 percenként jar, a 9-es busz 10 percenként. Reggel 5 érakor mindkét
busz egyszerre ért a megalléba. Hany perc mulva érnek legkbzelebb egyszerre a
megalloba?
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c)

Egy kerékpar nagyobb fogaskerekén 35 fog, a kisebbiken 15 fog van. Hanyszor kell
a pedalt korbeforgatni, hogy mindkét fogaskerék a kiindulasi helyzetbe keriljon
vissza?

Venn-diagramon abrdazold: (Alaphalmaz: Z)
A 6-tal és 15-tel oszthatd szamokat — minden helyre irj be 1-1 szamot!
A 4; 6; 10-zel oszthaté szamokat — minden helyre irj be 1-1 szamot!
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e) (a;b)=1.[a;b] =256. Mi lehet a két szam?

f) a+b=98; [a;b]=720. Mennyi lehet a és b?

g) * Melyik az a haromj
elvéve 8-cal oszth
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. Egyéb gyakorlopéldak

Mutasd meg, hogy nincs olyan a és b egész, melyekre: (a;b)=7 és a+b=100.

Mely szamokkal oszthato biztosan A, hogyha tudjuk, hogy 12| A és 55| A.

Keress osztot a kovetkezd szamhoz: a000a

a;b;ce N*. ac=284; bc=497. Mi lehet a-b-c?

Nem két.: All: 7| a,a,_,..aa, <7\ a,a,_..a,—2a0

* Szamitsd ki (allitsd eld) (3273;2746)-t a két szam linearis kombinacidjabol
Allitsd el6 a 11-et a 7 és a 10 linearis kombinaciéjabal!

Mely szamrendszerre igaz

52x+43,=125x b) 324x-23x=756x

Mutasd meg, hogy a kovetkez6 szdmok Osszetettek:

a=10'1-513 p=101%0-7

* A korz6vel, vonalzdval szerkeszthet6 szogek: 15°, 30°, 45%, 60°, 18° (Nyilvan ezek
minden linedris kombindcidja is). Megadnak egy szoget, amely 25°-0s. A segitségével
tudunk-e szerkeszteni 22°-os szoget?

Mutasd meg, hogy a kovetkez6 szdmaok 0sszetettek:

a=4°-1 b=1111...11 (100 db 1-es) c=111..11 (2015 db: 1-es)

Oldd meg az egészek halmazani(nézd megj)el6szor, hogy megoldhaté-e!
a) x-12+ y-55=63 b) a-12+b-15=77

Mutasd meg, hogy 18|17%°+19'7

Mutassuk meg, hogy a kovetkezé. 4 jegyli szam teljes kob barmely szamrendszerben:
1331,

A 81000 -nek hany db.54-gyel nem oszthaté osztdja van?

3
* Mely n-re egyszer(sitheto és mivel: %
n"+3n" +1
Mely n-re egyszer(sithets és mivel: 21 =4 4jetve 2022
n+5 3n—-7

* Al ii | ii” , ahol n=pt.
i=1 i=1

Add meg az (13n—4; 5n+2) és az (n2+2n—1; n+2) lehetséges értékeit.

* All: (22241;22+1)=1

* Mely ,a” természetesekre igaz, hogy (a*+3a%+1; a3+2a)=1

* Keresd meg A=11 111111 ésB=1111...1 (100 db. 1-es) LNKO-jat!
2C2D16=443110« (A 16-0s szamrendszer jegyei: 0-9, 10=A, 11=B; 12=C ... 15=F.
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* A 10-es szamrendszerben mely szdmokkal lehet minden esetben ,biztonsaggal”
osztani, vagyis Ugy, hogy ne legyen végtelen szakaszos tizedes tort. ** Es a 6-0s
szamrendszerben?

* Adj a 7-es szdmrendszerben 6-tal valo oszthatdsagi szabalyt!

* Van egy 1 kg, 3 kg, 9 kg és 27 kg sulyom. Két serpenyGs mérlegen milyen egész
tomeg( testeket tudok vellik mérni, ha a serpenyd barmelyik felébe tehetek sulyt?

Egy szamologép az 5-0s szamrendszerben szamol. Csak azt latjuk, hogy valaki belitott
két szamot: 10#s és #0s , majd Osszeszorozta Gket, és a kdvetkez6t szamo
#140s. Sajnos a gép nem tud egy szamjegyet kiirni, azért irja hely
kettOskeresztet. Mi lehet ez a szdmjegy?

A kovetkez6 otlet alapjan probdlj meg magadtél Iétrehozni Pitagoraszi

82+4152=172 82=17-152  64=(17-15)(17+15) 32=(17+15)

a’+b?=c? a’=c>-b? a’=(c—b)(c+b)




Szamelmélet — A maradékok vilaga az egész szamoknal - olvasmany

. Szamok osztdsi maradéka
1) Bevezetés
a) ,Bardti szdmok” és ,Barati korok”

Oszd el maradékosan: 30-at utana a —30-at 5-tel, 6-tal és 7-tel

a=5k+3 és b=5n+3 Mutasd meg, hogy 5|a—b

Toltsd ki a tablazatot az 5 szerinti barati szamok
3 jegyl is, és negativ is

oponkén yven koztik

: ¢

1]13+23+33+..42020°
tan 241+b2*1 szorzattaalakitas...)

8 természetes szadm. Mutasd meg, hogy biztos van koztiik 2 olyan, melyek

kiildnbségét osztjaa 7.
(Otlet: nézd meg a 7 szerinti ,legkisebb nemnegativ teljes maradékrendszert”, a barati tarsasag
tablazatanak elsé sorat...)
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2) Gyakorlds mas szamokkal

e Kiulénb6z6 modulusok
Irj a vonalakra kiilénbdz8 szamokat: egyjegyiit, kétjegy(it és haromjegy(it!

_ _=5mod3 _ =5mod3 _ _=5mod3
_ _=5mod6 __ _=5mod6 __ _=5mod6
Irj a vonalakra kiilénbdz8 szamokat: egyjegy(it, kétjegy(it és egy negativot!
__ =25mod6 _ _=66mod6 _  =75mod6
_ =25mod38 _ _=66mod8 _  =75mod8

¢ Add meg 3-mal 8-cal és 9-cel a legkisebb nemnegativ teljes mara dszert!

II. Definicid és tulajdonsagok
1) Kongruencia definicié

két szé‘ongruens:

Adj meg olyan m modulusokat, melyekre

35=59 mod m

Fogalmazd meg, ho ell ,tud

2) Tulajdonsago 2 zek, természetesek)

a=bmod 13 = a+2021=b +2021 mod 13

a=bmod 11 = 70a=70b mod 13

¢ Mutasd meg: a=bmodm= k-a=kbmodm
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e rd fol a legkisebb nemnegativ teljes maradékrendszert mod 6, majd minden
képvisel§ ala ird a 3-szorosat, és hogy az melyik képvisel6vé valt!

n = mod 6
3n= mod 6
b) Maradékosztdlyok képviselGinek szorzata

e Mutasd meg, hogyha a = b mod 7, akkor a2 = b?> mod 7
(Segitség: a = b mod 7 azt jelenti, hogy 7|a—b)

e Mutasd meg, hogyha a = b mod 8, akkor a3 = ds

(Segitség: a = b mod 8 azt jelenti, hogy 8|a—b)

e Mutasd meg, hogyhaa=b
(Segitség: a = b mod 51 azt

d 23°° 3-mal osztva?

ekkora maradékot ad 40%° 7-tel osztva?
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e Mutasd meg, hogy a 6n?+2 nem lehet négyzetszam!
(Otlet: érdemes a 3-mal adott maradékokat, kongruenciat figyelni...)

[ll. Szamelméleti hasznuk - gyakorlas

e 135.243-nak mennyi a maradéka 7-tel osztva? (kb.: 135-243= x mod 7)

e Mutasd meg, hogy 13]2%9+73° (Lehet kongruenciaval, lgyes szorzatta

alakitassal...)

a’—a (Lehet kongruenciaval, vagy ligyes szorzatta alakitassal...)
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e Mutasd meg, hogy minden pt szam négyzete 8-cal osztva 1-et ad maradékul. (Lehet
kongruencidval, vagy a pt szamok daltalanos felirdsabdl kiindulva is)

Znem le

e * Mutasd meg, hogyha p prim és nem 3, akkor 8+p
Segitség: nézd meg 2-re, majd utdna a p mar csak

a 3-mal valdé kongruenciat!
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Kombinatorika

Gondolkodasi médszerek
1) Bevezetés
e Mutasd meg, hogy egy hegyesszogl A -et fel lehet vagni: a) 3 db. egyenlszara 4
-re; b) 4 db. egyenl@szaru A-re c) * 5 db. egyenl6szara 4-re, d)* 3 vagy anndl tobb,
barhany db. egyenlszaru 4-re!

TN

ra. Leté*talélomra kett6t, és
om. a) Hogy valtozik a tabldra

Mi lesz az 0 szam a tablan?

e (0-10-ig felirom a természetes szamo
felirom az 6sszegliket. Majd ezt a m
irt szdmok darabszama lépésenként

n. Tobbféle nyelvet is tanulnak. Angolul 25-en, Francidul
osztalybdl 7 f6 nem tanulja sem az Angolt, sem a Franciat.
Angolul és Francidul is? Venn-diagramban dolgozz!
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e [Egy 6x5-0s, illetve egy 6x6-0s négyzethdldn eljuthatunk-e a bal alsé sarokbdl a
jobb also sarokba ugy, hogy csak ,,oldalél-szomszédos” négyzetre ugorhatunk?

e Egy sakktdbla két szomszédos mezéjét kivagju
Lefedhet6-e a maradék 1x2-es domindkkal?

_’

e 2022 db. kulonbozb
paritdsara?

mondhatunk a szorzatuk

festett fehér anyagu kockat a lapjaival
64 egybevagd kis kockdra
ak oldallapjai szine alapjan milyen
mennyi van?

Valtozik-e a feliilete, ha kiveszem a 8 sarkat (1x1-es kockdk)?

Es ha egy 3x3-as kockat veszek ki?
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e *Egynégyzetlapot az oldalakkal parhuzamosan hany négyzetre lehet szétvagni (a
daraboknak nem kell egyforma négyzeteknek lenniiik!)

e Egy Otszogben 2 db, vagy 3 db kiilonb6z6 atlét tudsz behuzni t

2) Skatulyaelv

0 db. fekete és 20 db. fehér, egyforma méret(i zokni van. Hany
t kell taldlomra kivenni, hogy biztosan legyen kozte

b) 1 par fehér

c) 2 par d) 2 ugyanolyan szin(i par
2 kilénb6z6 szinl par f) 2 par fehér
g) 5 par h) 3 par fehér és 2 par fekete.
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e Arulett keréken 0-36-ig vannak a szamok. A 0 z6ld szin(i, a maradék fele piros
fele fekete. Hanyszor kell egymas utan dobni a golydt, hogy biztos legyen a)
harom azonos szin a dobasok utan. b) harom kiilénb6z6 szin a dobasok utan

©.

e Van egy doboz, benne: 10 piros, 15 kék,
visszatevés nélkul, hogy

a) legyen kék

¢) mindharom szin legyen

e) legyen piros vagy kék

b) A skatulya elv

¢ Mutasd meg, hog
kiilonbségét

e Mutasd meg, hogy 6t darab szaznal nagyobb prim kozott biztos van kettd
olyan, amelyik ugyanarra a jegyre végz&dik!
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e Az iskoldban 12 osztaly van, és 385 tanuld jar 0sszesen oda. Mutasd meg,
hogy:

o van két olyan tanuld, aki ugyanazon a napon sziiletett,

o ésvan olyan osztaly, (12 osztalyos iskola) amelyben van két tanuld, aki
ugyanolyan datumu napon sziiletett: pl. jan. 3 és jul. 3.

o Hany tanuldnak kell ebbe a 12 osztalyos i
legyen egy osztdly, ahol biztos van legaldbb ia i abban a
hdénapban sziletett.

c) Példak

e * Mutasd meg, hogy e
akinek a tarsasagba
egymast, vagy ne

s van két olyan ember,
(2 ember vagy ismeri

u négyzetben 60 pont van. Mutasd meg, hogy van harom olyan
egy r=0,75 cm sugaru korlappal lefedhet6!
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e Asikonvan 14 egyenes. Mutassuk meg, hogy van legalabb két olyan egyenes,
amelyek hajlasszége < 13° (A parhuzamos egyenesek hajlasszoge 0°).

e Mutasd meg, hogy 6t négyzetszam kozill vagy van 5-tel
nincs, akkor van kettd, mely kiilonbségét osztja a 10.

ato, vagy

utas‘eg, hogy van 3 olyan,
0 Ft-ossal. (Segitség: 2x1-es
-es, a hosszabbon 2-es)

e Egy 23x11 cm-es téglalapon
amelyet le lehet fedni egy
téglalapokkal kell machindlni:

minden pontjat kékre v. pirosra szinezziik. Minkét szin el6fordul.
utassuk meg, hogy van

o két azonos szinl pont, melynek tavolsaga 1 egység.
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o *két kilonboz6 szinli pont, melynek tavolsaga 1 egység.

o *olyan egyenl6oldalu A, melynek csucsai azonos szin(ek.

e * Megadhaté-e végtelen sok prim, melyek kozul
Osszetett szam? (Fontos ismeret: végtelen sok prim van!

3) Gondolkodasi médszer
e Fastruktaravalir,
A=23.52.73.11%

| azt a fastrukturat, amellyel le tudod irni azokat a kétjegyl szamokat,
nek csak paratlan jegytk van!
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4) A komplementer esemény — elsé kozelitésben
e 10 didkbdl hany kiilonb6z6 dsszeallitasban lehet 9 f6t elkiildeni moziba?

e Hany olyan kétjegy(i szdm van, melyben a jegyek szorzata paros?

II. Néhany alapismeret, gondolat
1) A faktorialis

e Egyszer(sitsd — vagy hozd a legegyszer(ibb alakra!
n!

(n—3)!

= (n+2)(n+1)!=

n!
(n-1)
n(n-1)(n-2)(n-3)!=

1 1

(n—1)! nl

1+31+...+n!=k?

o *Kell xe N—>x!+1=(x+1)? Segitség: nézd meg, hogy mi a nagysagrendi viszonyuk!
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e * Mutasd meg, hogy 2021-nek létezik olyan tobbszorose, ami 11...1100...0 alaku!
* Mutasd meg, hogy 2021-nek létezik 111...1 alaku tobbszordose!

2) Egy kis valdszin(iségszamitas

nk?

* Miavaldszinlisége annak, hogy a kockaval primszamot

® Miavaldszinlsége annak, hogy a ma ol egye‘va kiralyt hdzok?

e Mi a valdszinlisége ann yet huzva NEM zoldet

huzok?

[ll. Permutaciok - 0 amlaldsa: szamit a sorrend — minden elem szerepel
1) 5t|é uli 0nbo6z6 elemek maradéktalan sorba allitasa

e *Kell xe N és: 41+7-2*+48=x!
(Segitség: érdemes valamivel valé oszthatdsagot figyelni.)
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e *Egy5x5-0s sakktabla minden mez6jén egy csiga tanyazik. Adott jelre mindegyik
atmaszik egy szomszédos mezére és ott lepihen. A szomszédos mez6knek kdzds
oldaluk van. Lehetséges-e, hogy egy ilyen kimerit6 maszas utdn minden mezén
pontosan egy csiga-biga tanyazzon? (Segitség: rajzolj!)

a) Alap
e (rd fol 3 elem (a;b;c) 6sszes lehetséges permutacid

\ 4

ha az ,c” és a ,d” valamilyen

e Hanyféleképp allithatd sorrendbe az (a;b;c

sorrendben egymast

tosan 111..1 alakd toébbszordse? (Skatulyaelv!)

Defi ), tétel
adar, Béla, Dezs6 és Cirill egyltt megy moziba. Hanyféleképpen lilhetnek le
egymas mellé? irjuk is fol a lehetséges sorrendeket (permutécidkat)! Mennyi

a valdszinlisége, hogy épp abc sorrendben lilnek névekvén, v. csokkenén?
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c) Gyakorlas

e AQ,4,6,7szamokbdl 4 jegyl szamokat allitok 6ssze ugy, hogy minden jegyet
egyszer veszek (a 0746 nem négyjegyl!). Hany ilyen lehet, és mennyi ezek
Osszege?

e Hanyféleképpen lehet egy mozi sorba leliltetni 8 néz6t?

\ 4

ilni? (mindegy, hogyan).

Es akkor, ha Jancsi és Juliska eg

Ha véletle
Jancsi

jegyet, akkor mi a valdszin(isége annak, hogy

n p#3 prim. p" =20 jegyl szam. Mutassuk meg, hogy ebben a 20 jegy(
szdmban 3 olyan szdmjegy, amely legalabb 3-szor el6fordul!
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e AQO, 2,5 7,9 szamokbdl hany 5 jegy( parosat allithatok Ossze ugy, hogy
minden jegyet egyszer haszndlok. Ha véletleniil teszem 6ket sorrendbe, mi a
valdszinlsége, hogy paros otjegyt kapok?

e Az osztaly tanuldihoz jon két Uj tanuld. ig
allitasuk 1122-szeresére novekedett.

e Két orszag cserediakjai futéversenyt rendeznek. A kinaiak hatan vannak, a
magyarok ketten. Hanyféle végeredmény lehet, ha nincs azonos id6, és csak
a nemzetiséget nézzik?
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b) Azismétléses permutdcio

e {rd fol a LILA sz6 bet(iibdl 6sszedllithatd ,lehetséges szavakat” (ha nincs is
értelmiik). Szamold 6ssze 6ket.

e 5 (j ceruzam van: hdrom piros és két kék. Hanyféleképp tudo
egymdasmellé tenni, ha csak a szinsorrendi kiilonbség a kilonbség.

e 6 gyereket sorba allitok egymas mogé. Hanyféleképpe etem meg, ha
Péter nem allhat Janos el6tt kozvetle Mi a valdszinlisége annak, hogyha
véletlenszerin sorba allnak, akko all Jéno‘itt kozvetlendal?




Hanyféle (vagyis hany kilénb6z6) 23-mal kezd6dé 6 jegyld szam all els:
1,2,2,3,3,3 szamjegyek maradéktalan felhasznalasaval?

Mi a valdszinlisége, hogyha véletlenil hizom egy urnabdl ezeket a szamokat
(cédulakra irva: 2 db. 1-es, 1 db. 2-es és 3 db. 3-as), akkor 23-mal kezdé
szamot kapok?

Csak az éleken és csakis jobbra v. lefelé mehetek. Hanyféleképp lehet eljutni

o A-bdl B-be?
Aﬂ

o A-bdl C-bejha B-t mindenképp érintems

o G-bdl E-be, hogy D-t ne érintsem?

ird fol az a,a,a,b,b 6sszes permutacidjat ugy, hogy az azonos bet(iket nem
killonboztetjiik meg. (EI6szor szamold ki, hany db. van!)
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e Hany kilonb6z6 szamot lehet el6allitania az 1;2;2;3;3;3
maradéktalan félhasznalasaval, és mennyi ezek 6sszege?

e Hany kilonb6z6 szdmot lehet elGallitania
maradéktalan folhasznaldsaval (0-val nem kezdé

Csenge vacsordra
asztalhoz, ha Rék

szamjegyek

Amjegyek

tetheti le 6ket a kor alaku



e Marianak van egy 10 kilonb6z6 szinl gyongybdl allé flzére. Hanyféleképpen
tudja azt felflizni, hogy nyakéket készitsen bel6le. Vigyazat: a gyongyok gomb
alakuak, és forognak a szalon.

e Marianak van egy 4 piros 2 kék és 1 sarga szinl gyongybol allé
Hanyféleképpen tudja azt felflizni, hogy nyakéket készitsen i
gyongyok gomb alakuak, és forognak a szalon.

1) AzlIsmétlés Nélkili Variacié — egy ele
a) Bevezetés

e Egy-szigorun - har,

Ot szinlink van: Pi

Minden sav
késziteni?

e Szamold ki!
22! 181-17!

191 16!
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e rd fol kifejtett polinom alakban: _6 =

b) Definicio és tétel
e Hany hdromjegyl szdm képezhet6 az 2,4,6,7,8 szdmjegyekbdl, ha egy-
haromjegyliben mindegyik jegy killonb6z6, és mennyi ezek 6

va. Visszatevés nélkul
m ,,egy huzasnak”

e Egy urnadban 10 db
kiveszek harmat u

zas utan leirom a hdromjegyl szamot, hanyszor kell
gy legyen koztik biztosan ketté olyan, mely kilénbségét
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c) Gyakorlas

e Hany haromjegyld szam képezhet6 az 2,4,6,7,8 szamjegyekbdl, ha egy-egy
haromjegyliben mindegyik jegy killonb6z6, és mennyi ezek 6sszege?

e Hany db. haromjegy( szam képezheté a 0,3,5,6, 9 szd
ezek 0sszege? Ha véletlenil hdzok ki har
valoszinliséggel lesz kdztik 10-zel oszthatd h

am 11-gyel, és 18-cal n6tt az osztdinak a szama.

’}‘

F——
piem—— p—
e
= i
_——-—
—
 ——"
—

—
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2) Azismétléses varidcié — szamit a sorrend — egy elem akarhanyszor felhaszndlhaté
a) Alap

® Ha magyar rendszamhoz fel lehet
hasznalni az angol abc 26 bet(ijét
és mind a 10 szamjegyet, akkor
hany rendszamot lehet igy kiadni?
(Lehet olyan rendszam, pl.: NNP-
100)

e rjuk fol az Osszes olyan négyjegyl szam
szamjegyek felhasznaldsaval lehet leirni. (El6tte
van.)

Mi a valdszinlsége, hogyha véletlenil leirunk egy il
akkor abban pontosan 2 db. 5-6s és 2 db. 6-0s van?

égyjegyl szamot,

e Miért nem
a) 32!

b) Definicio és tétel

e Egy hét feladatbdl allé tesztre feladatonként A,B,C-t lehet valasztani.
Hanyféleképp lehet megvalaszolni a tesztet?
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Hanyféleképpen lehet 6t tanuld kdzt szétosztani 10 kiilonbozd targyat ugy,
barki barhanyat kaphat.

Hany négyjegyl pdaros szamot lehet felirni a 0, 1, 4 szamjegyek
folhaszndlasaval (barmelyiket barhanyszor lehet hasznalni)? Ha véletlendl
valasztok ebbdl a harombdl négyszer (egyet akar tobbszor i§), és a valasztas
sorrendjében leirom 6ket, akkor mi a valdszinlsége, hogy egy négyjegyl
paros szamot kapok?

Andrds, Béla, Csaba, Dezsd, Emil és Ferenc kozott kisorsolnak harom
ajandékot: egy konyvet, vegy tollat,és egy labdat. a) Hanyféleképpen
lehetséges ez, ha: a) egy gyerek. csak egy ajandékot kaphat b) egy gyerek tobb
ajandékot is kaphat. c) Ha egy. gyerek tébb ajandékot is kaphat, akkor

mekkora a valoszinlsége, hogy Andrés egy ajandékot sem kap?
(Segitség:<érdemes az ajandékok sorrendjét rogziteni, és hozzajuk rendelni egy-egy
gyereket.)

n elem masodosztalyu ismétlés nélkili és ismétléses varidcidinak szama ugy
aranylik egymashoz, mint 10:11. Mekkora az n?
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e Hanyféleképp olvashaté ki a ,TANULO” sz, ha balra le, vagy jobbra le

léphetink?
Ha véletlenszer(in Iéplink, mi a valdszin(isége, hogy a két széls6 6 betlire
lukadunk ki? t
a a
n n n
u u u u

e Mennyi a csupa pt jegybdl 3all6 4 jegyld szdm lehet

szdmjegyismétl6dés? b) nem lehet szamjegyismétld

it allltunk Ossze véletlenszerlin, amelyekben van 5-6s?

82



e Magyar kartya: 4 szin van, szinenként 4 szam és négy figura. Hanyféleképp
lehet sorrendbe tenni a kartyat, ha a) minden kilénb6z6ség szamit, b) ha csak
a szint veszem kiilonb6z6ének c) ha a figuras lapokat azonosnak és a szdmos
lapokat is azonosnak veszem.

Kombindciéo — nem minden elem szerepel — nem szamit a sorren
1) Ismétlés nélkili kombindciéd — minden elem kiilon
nem szamit a sorrend
a) Bevezetés
e 10 kuloénboz6 szambdl hanyféleképp tudok kivalas

o ugy, hogy szamit a sorrend

1iem egyesével huzok, hanem

o ugy, hogy nem szamit a
,belemarkolok”)

novekvo sorrendben vannak

n a sikon 10 pont. Egyik harom sem kollinearis. Hany kilénb6z6 4-et

hataroznak meg?
) [ J
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b) Definicio és tétel
e Mutasd meg, hogy egy 10 f6s osztdlybdl ugyanannyiféleképpen lehet
kivalasztani egy 3 f6s csapatot, mint egy hét f6s csapatot!

Lottd (3

e Hasonlitsd 0ssze a magyar Lotté (90 szambdl 5) illetve a
szambdl 7) telitalalatos esélyeit.

e * Mutassuk meg hogy a T; 2w; 37; ... ; 11t szdmok kozott van két olyan,

amely végtelen sok tizedesjegyb
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e Szamold ki mennyivel egyenl§:

M)A

Jésold meg a végeredményét:

7

JEHG M)

e rd fol egyszer(ibb alakban (szorz

any részhalmaza van? irjuk fol ezeket!

egyenes altal meghatdrozott pontok hany Uj egyenest hatdroznak meg
ximalisan?
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e Egy dobozban 10 db. 1-10-ig szdmozott cédula van. Visszatevés nélkdl
kihizunk négyet egymads utan és leirjuk a szamokat egymas mellé. Hany olyan
eset lehetséges, hogy a szamok nem csékkend sorrendben vannak?

e Adott 20 pont a térben ugy, hogy nincs koztik 4
olyan, amelyik komplanaris (egy sikban) lenne. Hany

tetraédert (4 csucsu poliéder — 4 csucsy,
haromszoglapokkal hatarolt test) hataroznak meg
Osszesen?

e Véletlen valasztas sordan mi a valdszinlbh: az, hogy 8 emberbdl a 3
legratermettebb keril be egy, kildottségbe, vagy 10-b6l a 4
legagyalagyultabb?

2) Azismétléses kambindcid — a sorrend nem szamit - nem minden elem szerepel — egy
elem akar tobbszor is

86

A, Cukraszda afszalmonelldhoz” nevezetl gyerekmegrontd helyen négyféle
elhizdstiserkent6 édességet kapni: Csokoladé bomba, Vanilias bomba, Puncsos
bomba €és Koleszterin bomba. (C V P K)

Kazmér/a CS haverjainak 15 db-ot vasarol. Hanyféle kilonb6z6 Osszeallitassal
tudja’imérgezni 6ket?



e Egy 25 f6s osztalyban 6 azonos tollat sorsolnak ki. Hanyféleképpen torténhet a

tollak szétosztasa, ha egy tanuld a.) csak egy tollat kaphat; b.) tobb tollat is
kaphat?

VI. Egy kis 6sszefoglald
1) Osszefoglalé tablazat — elemi kombinatorika

e Az iskoldban rendezett versmondd verseny
Cecilia, Erzsébet, Ferenc, llona, Jolan, Kalm
Hanyféleképpen alakulhat a sorrend a helyezés
esetben lehet fiu az elsé helyezett? c) Hanyfélekép
helyezett?

a,
Péter. a)
b) Hany
et ki az els6 harom

e Hanyféleké ni egy fehér, két z6ld és harom kék golyét?

,9 szamokat sorozatba rendezziik. Hany esetben lehet, hogy az 1,
ok névekvd sorrendben keriilnek egymas mellé?
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2) Vegyes példak

e Hatdrozzuk meg az 1, 2, 2, 3, 3, 3 elemek permutacidinak szamat.
(Hanyféleképpen lehet sorba rendezni ezeket, a szamokat?) Ezek kozott hany
olyan van, amelyben az elsé helyen a 2 szamjegy 4ll?

e AQ1,2,3,.. ,9szamokat sorozatba rendezziik. Hany esetben leh
2, 3 szdmok novekvé sorrendben legyenek, de nem szi
mellett?

VIIl. A binomialis egylitthatdk, a binomialis tétel,
1) A szimmetria tulajdonsag és két G

e Szamolassal és kombinat

inatorikusan is mutasd meg, hogy:

ol
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e Hanyféleképp olvashaté ki a tablazatbdl a BUDAPEST szd, ha csak jobbra v. le

|éphetlink? B U D A P
U D A P E
D A P E S
A P E S T

e Egy kockat hatszor feldobunk. ha kapott szamokat egymas moge leirju
kiilonb6z6 6 jegyl szamot kaphatok igy? Hany olyat, melyben
egyszer szerepel? Hany olyat, melyek szamjegyeinek szorzat
szamjegy tobbszor is szerepelhet?

2) A binomiilis tétel
e Hany 4atldja van egy konvex hu

e Egy tdrsasagban mindenki mindenkivel kezet fogott. Hinyan vannak, ha 6sszesen
136 kézfogds volt?
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3) A binomialis egyltthatdok 6sszege

e Szdmoldssal és * kombinatorikusan is mutasd meg, hogy:

ML ATA N R

e * Egy 8 f6s uszédontén 3 magyar versenyzd volt (5 ne
nemzetiség szamit. Hanyféleképp alakulhatott a beérkezési so
két magyar egymads utdn ért célba?
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VIIl.Osszetettebb feladatok, gyakorlas

e Hany olyan hatjegy( szam van, melyben nincs 0 szdmjegy?

® Hany olyan hatjegy( szam van, amelyben van 1-es szamjegy?

e Hany hatjegyl pdratlan szam készithet6
felhasznaldsaval?

szam. Hanyféleképp lehet
incs pdratlan b) pontosan

e Egykalapban 50 cédula van, raj

aspart hanyféleképpen tudok lelltetni egy sorba ugy, hogy a feleségek a férjek
ellé kertljenek: a) jobbrdl? b) akdrmelyik oldalrol?

91



Egy kalapban 5 kartya van, egyikre az 1, masikra a 2, stb. van irva: 1-t6l 5-ig.
Haromszor visszatevéssel véletlenszerlin huzok. (Huzok, visszateszem; huzok,
visszateszem, huzok.) Leirom a kapott szamot. Mi a valdszinlisége annak, hogy a
kapott haromjegy(i szamban legalabb egy szamjegy kétszer fordul el6?

IX. Invarians feladatok

Egy vazaban 75 fehér és 150 fekete babszem van. A vaza mellett vagy egy halom
fekete bab. A babszemeket a kodvetkez6képpen szedegetjik a vazabol: taldlomra
kivesziink két babszemet; ha van koztik fekete, akkor azt kitesszuk a halomba, a
masikat (akar fehér, akar fekete) visszadobjuk'a vazaba; ha azonban mindkét babszem
fehér, akkor eldobjuk 6ket, s a halombdlegy fekete babszemet dobunk a vazaba. Ha
mar csak egy szem bab van a vazaban, akkor mit mondhatunk a szinérél?

92

Egy haromszog csucsaiba gyufakat helyeztiink. Egy-egy alkalommal barmelyik
esucsbol vehetiink elgyufikat, de a masik két csics mindegyikébe kétszer annyit kell
helyezni..Kezdéskor az egyik csucsban 1 szal volt, a tébbiben egy sem. Elérhet6-e,
hogy'mindegyik csicsban ugyanannyi gyufa legyen?



A tablara fel van irva szam: 51 és a 85. Az egyiket megszorzom 7-tel, majd kivonom
ebbdl a masik haromszorosat, és az eredményt felirom a tablara. Majd megint

kivalasztok kett szamot a tablardl, és ugyanezt teszem. Es igy tovabb. Elérheté-e,
hogy el6bb utébb az 1-est irjam fel a tablara?

Egy tabldra az 1,2,3,...,1988 szamokat irtuk fel{ Egy-egy alkalommal két szamot
letorliink, s helyettik 6sszeglik 13-as osztdsi maradékatiirjuk fel. Néhany ilyen torlés-
irds utdn csak egy szam marad a tablan. Mi lehet ez a szam?

e Két kupacban,gilisztak,vannak. Egy-egy alkalommal valamelyik kupacbdl elvesziink

néhany gilisztat, s a masik kupacba kétszer annyit helyeziink. Kezdetben: egyikben 1,
a masikban 2 giliszta volt. Elérhet6-e, hogy mindkett6ben ugyanannyi legyen?
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Szamelmélet — Primek — Diofantikus egyenletek — Polinomok

I.  Aprimek
e Melyik az a legkisebb természetes szam, amelynek 12 osztéja van?

e Ha egy természetes szdmot megszorzok 2-vel, akkor az osztdinak a 5-tel
novekszik. Melyik ez a legkisebb természetes szam? (Segitség: mes ézni
hogy az eredetiben nincs v. van 2-es primtényezd)

® Mennyi az 540 pozitiv osztdinak szorzat

e Melyika r zetes sz3 ly pozitiv osztéinak szama 6, és a szorzatuk 421 875.

e Egy szam primfelbontdsa utdn honnan lehet [dtni, hogy az a) négyzetszam b)
kdbszam?
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* Bizonyitsuk be, hogy egy tetsz6leges primet 30-cal osztva a maradék 1 vagy egy
primszam.

¢ Mutasd meg, hogy az 5-nél nagyobb ikerprimekre igaz, hogy 12 osztja az 6ssz
(A harommal vald oszthatésaghoz elGszor is nézd meg, hogy egy .
tagja mennyi maradékot adhat 3-mal osztva...)

e * Mutasd meg, hogyha neN* = egész szam.

uk meg, hogy az 6sszegiik fele 6sszetett szam.

°
—
D

)]

<
(0]
>

o
[0}
7]

Q
=

és prim, akkor 2p—1 és 2p+1 nem lehet mar ikerprim.

Mutasd meg, hogyh

rébald : Igazoljuk, hogy 199920%9+24 gsszetett szam!

Hany olyan szam van 1000-ig, amely osztdinak szama paratlan?

95



Il. Az egyértelm( primfelbontds és kdvetkezményei
1) A szamelmélet alaptétele

Egy 10,8 m x 4,2 m-es téglalap alaku garazst a lehet6 legnagyobb méret(, egyforma
négyzet alaku jardlappal szeretnénk burkolni. Ezek olyan méretben kaphatdk, melyek
éle deciméterben mérve egész szam. Mekkoranak valasszuk a jarélap méreteit, ha
hézagmentesen tudjuk 6ket lerakni.

2) Egy szam osztéi
e *All.: (m;n)=1 = d(nm)=d(n)d(m)

\ 4

e *A210000-nek hany olyan Ohatd 21-gyel?

zamot, mely osztdinak szdma két paratlan szam szorzata!

e Egy pontosan 6 méteres nadszdlad van. Ezt és ceruzat haszndlva hogy tudnad
lemérni, hogy egy gerenda 13 méteres-e tényleg?
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e All:neN=30|n>-n.

3) Raciondlis-irracionalis szamok

® Mutasd meg, hogy \/E irrac.

e Hatdrozzuk meg azt a pozitiv egész szamot, amely b. poziti djavan, és

azok szorzata 91 125.

\ 4

etve 0sszege lehet racionalis.

e Adpéldatarra, hogy kétirraciona

4) Az egyér jsra, kanonikus alakra éplil6 feladatok

melyek paronként nem, de egyutt relativ primek!

rim legkisebb kozds tobbszérose: 233552 .72.133.17-23° a) Irj fol
néhany ilyen part. b) Hany darab ilyen par van?

e Két relativ prim legkisebb kdz6s tobbszorose 6 féle primtényez6bdl all. Hany
kiilonb6z6 szampar lehet ez a két relativ prim?
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e x,yeN x’-y?=2023. (x;y)=17. Mi lehet ez a két szdm?

x,ye N (x;y)=13; [x;y]=1989. x=? y=?

\ 4

, ahol (k;m)=1. llletve tudjuk, hogy

Egy kerékpar nagyobbik fogaskerekén 35 fog, a kisebbiken 15 fog van. Hanyszor
kell a pedalt kdrbeforgatni, hogy mindkét fogaskerék ujra a kiinduldsi helyzetbe
keraljon vissza?
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[ll. Diofantoszi egyenletek és egyéb szamelméleti feladatok
1) Diofantikus feladatok
e x,yeN xy+2y—3x—21=0. Mi lehet x és y.

e Melyik szdmrendszerben igaz, hogy ha 4616x-ot e

hanyados 55, a maradék pedig 20«.

\ 4

e * Mutasd meg, hogy 7 )y+1 (Segitség: talalj olyan

primet, amely osztja a

Z_, 15x>-7y*=09.
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2)

e **0Oldd meg: 5*-2'=1 (x;y €N)

e (Oldd meg: x,ye N, 6xy—3y+2x=64

Egyéb szamelméleti feladatok

e * Mutasd meg, hogy 7 x,ye Z -, x%+y?=19

e * Mutasd meg, hogy
szam kétszeresét
sorrendben irj . szamrendszerben: 92=81 2-9=18, vagy 12-es
szamrendszerb

ely n egés mivel lehet egyszer(siteni a kovetkezd torteket:

n+2

2n*+5

n—3
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IV. Polinomok

o Allitas: az abcd és a dcba 6sszegének négyzetét osztja a 121.

6x*-5x3—37x>-11x+15
Mutasd meg, hogy ennek a polinomnak gyoke a: —1, 3 1/2 és még egy ne
szam.

Ezek alapjan oszd el a polinomot el6szor (x+1)-gyel, majd a
utana pedig a hanyadost (x—3)-mal!

dost (2x-1)-gyel,

\ 4

a polinomnak két gyokei: 1/3 és -5

Ezek alapjan alakitsd szorzattd a polinomot!
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Halmazelmélet — Miveletek halmazokkal

Hatvanyhalmaz
1) A hatvdnyhalmaz léte axiéma

ird fol a H={1;2;3} hatvanyhalmazanak 6sszes elemét.

2) Halmaz részhalmazainak szdma — vagyis a hatvanyhalmaz szdmossaga

e Egy H halmaznak ugyanannyi 10 elem( részhalmaza van, ahany
eleme van a H halmaznak?

e Legaldbb hany elem( az a halmaz, ame galdbb ezerrel tobb részhalmaza

van, mint ahany eleme.

e Hanyszor annyi a van egy 10 elem( halmaznak, mint ahany 2

elemd?

y ol részhalmaza van az A={a,b,c,d,e} halmaznak, amelynek a b és a c kozl
legald z egyik eleme?
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Il.  Halmazmdveletek (Ha nincs dbra — segits magadon...)
1) Halmazok Unidja —a ,vagy” mvelet: pvq

e Mely esetben igaz: |AUB|=|A| (Ha nincs abra — segits magadon...)

. Lehet-e: |AUB|<|A|

e Mely esetben igaz: | AUB|=|A|+|B]|(Ha nincs abra — segits ma

2) Halmazok Metszete —az ,és” mivelet : pAq
e A={pozitiv primek} B={100-nal kisebb természetesek,
Osszege 7} Add meg az ANB elemeit!

® Mutasd meg: AUB=A

apok, B=rombuszok, C=paralelogrammak D=négyzetek. Melyik igaz,
b) BCA c) BcC d) AcB e) DcB.

ik az, amelyik mindegyiknek részhalmaza?

Ha nem nézziik az oldalak méretét, akkor van-e, amelyik véges elemszamu lenne?
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4) Halmazok Kilénbsége
e Bizonyitsd be: (A\B)"(B\A)=Q illetve: A\B=A\(AMB) (Ha nincs abra...)

e Adott A={10;20;30} Kell olyan B, C és D, hogy AUB={10;20;30;40;5
és A\D={. Hany db. ilyen B halmaz van?

e All: ANC=BNC és A\C=B\C =>A=B (Ha nin

a — segits magad

\ 4

e Mely A ésB-reiga a nincs abra — segits magadon...)

—a ,kizard vagy” mivelet: p@q
maz: A={a;d;e;g}, B={b;d;f;g} és C={c;e;f;g}
kovetkez6 halmazokat elemeik folsorolasaval és satirozassall

ANC= i .
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A={a;d;e;g}, B={b;d;f;g} és C={c;e;f;g}

ANBAC= AUC= ]
A % §' :A % :
A\B= ¢ A\(BAC)=
A B
(AUBUC)\(ANC)=
A B

All.:(AAB)AC=AA(BAC) @
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6) A Komplementer halmaz -, Tagadas”

e Adott a kétjegyld szdmok H halmaza és ebben: A={hdrommal oszthatdk};

B={néggyel oszthatdk} és C={6ttel oszthatdk}. irj be szamokat! Alaphalmaz: N.
Fogalmazd meg oszthatdsaggal, LNKO-val vagy LKKT-vel, hogy mivel egyenlé:

ANB= BNC=

C

e |gazoljuk, hogy ACB = B gz
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7) A Descartes szorzat
e A=B={0;2;5} Add meg az AxB halmazt.

e A={2;5;10;11} B={3;5;11;14;15} Hany elem{ az AxB, az AxA és a BxB és BxA
halmaz? Add meg az (AxA)N\(BxB)-t.

e A={0;1;2;3} B={0;1;2;4}. Hany koz0s BxA-nak?

B={1;2;4,;6,9;10}
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A Logikai szita — Halmazok unidjanak szamossaga

e Egy intézetben 80 ember dolgozik. 47 dolgozd beszél angolul, 35 németiil és 23-an
beszélik mind a két nyelvet. Hanyan nem beszélik egyik nyelvet sem?

® A kétjegyl természetes szamok koziil
szamok kozul: 2; 3 és 5

e Hany olyan 3 jegyd

108

hany oszthaté pontosan 2-vel

A

thatd 2-vel vagy 7-tel? (nem kizaré vagy)




® Hany darab olyan kétjegy( pozitiv egész szam van, amely nem oszthaté sem 5-tel, sem 6-tal?

németll. Az
n angolul
anyan nem" tanuljak az

® Egy osztaly 32 tanuldja kozil 16-an tanulnak angolul,
emlitett nyelvek koziil 5-en németiil és francidul is, 7-en né
és francidul is tanulnak. Négyen mindharom nyelvet tanulj
emlitett nyelvek egyikét sem?

e All: AnC=D = A\(B\C)=(A\B)\C
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e * Az egymillional nem nagyobb egészek kdzott hany olyan van, amely a 2;3;5 szamok
kozul pontosan 2-vel oszthatd.

A B

e Hatdrozzuk meg a H alaphalmazt, illetve A és B részhalmazat, aldbbiakat tudjuk

roluk: AmB={e;g} AU Bx ={d;f}; A\B={a;b}; A n={c;d;f}
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Egyéb gyakorlopéldak

| AxB|=100. Mennyi az | AnB| és az | AUB| minimuma illetve maximuma?

Egy konyhaszekrénybe haromféle mianyag tarolé doboz van: Csak a fagyasztast tdiri,
Csak a mikrohulldmat tdri, Mindkett6t tliri. Mindb6l legaldbb 2 db. van. Tudjuk, hogy
8 tlri a fagyasztd, 7 tlri a sit6t. Legalabb és legfeljebb hany doboz van a
szekrényben?

A={a;b;c;d}; AUB=A; AnB=B. Mi lehet a B halmaz?

ANC=BNC és AuUC=BUC. Mutasd meg, A=B! (Pl.: indirekt bizonyita
halmazmdveletekkel)

AUC=BUC és C\A=C\B. Mutasd meg, A=B! (Pl.: indirekt bi
halmazmliveletekkel)

AuUB={1;2;3;4;5} AnB={3;5}, A\B={1} B\A={2;4} Hatarozd m

yitassal,

Egy osztaly létszama 32. Angolul és Spanyolul tan i i egy
nyelvet. Mindkett6t 9-en tanuljak. Mutasd meg, h ulok és a
Spanyolul tanuldk szama nem lehet egyenlc’5.
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Grafelmélet

Definicidk — fogalmak
1) Graf
Rajzolj egy 5 csucsu grafot, melyben van izoldlt pont, hurok és, parhuzamos él!

2) Fogalmak
e Adott egy 5 csucsu graf. Egészitsd ki teljes graffa, majd rajz 0l mellé
komplementerét!

V5.
V4
V
1 Vi, .
Vo
LAY

su egyszerd grafot, 3; 2; 2; 1 éllel.

e ird fol a csucsokhoz a fok

® Rajzolj egy olyan egyszerd, 6t csucspontu grafot, amelyben a pontok fokszama 4;
3;3;2; 2.
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e Ot farmot uttal kétnek dssze. Négy utat készithetnek, egy Ut két farm kézott van.
Kett6 mar kész. Rajzolj be ugy utat, hogy mindegyik farmbdl mindegyikbe el
lehessen jutni! Van-e kilonbség a lehet6ségek kozt?

e Egy négytagul csoportban minden tagnak pontosan két i
tagjai kozott. Szemléltesd graffal egy ilyen is ségi
kolcsonos.)

II. Grafok tulajdonsdagai
1) lzomorfia
ontokat, maj

e Adott egy egyszer( masikat Uigyesen elnevezve

egészitsd ki ugy é

ajzold fel az 6sszes olyan 6 pontu grafot — izomorfia erejéig — amelynek 3 éle
van!
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2) Elszamok, fokszamok

e Egy barati tarsasag minden tagja irt roviden telefonon beszélt egymassal. igy
mindenki 10 telefonbeszélgetésben vett részt. Hany telefonbeszélgetés volt
0sszesen?

e Szamold ki a 7 csucsu teljes graf éleinek szamat, majd az n csucsuét!

e Aronszerint egy tarsasagban 15-en 24 emberrel fogtak ke 23-
en 21-gyel. Miért nem lehetséges ez?

® Rajzolj egy 10 pontu grafot, melynek zata (1‘1,1,1,2,2,3,3) ?

[ ] [ ]
[ ]
[ ]
[ ]
L] [ ]
F
isk kozotti labdarigd bajnoksagra A
jelent tt 6 csapat kozott lejatszott E
seket szemlélteti a 2. abra. Hany B
mérk&zés van még hatra, ha minden csapat D
minden csapattal egy mérk&zést jatszik a
bajnoksagban? “
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e Vasdrnap este Ot barat sakkpartikat rendezett. (barmely kétté legfeljebb egy
partit jatszott egymassal). Masnap megbeszélték, hogy ki hany partit jatszott
(otuk kozil). Rajzold fel és ird le, hogy hany parti zajlott vasarnap, ha
a) Aladar 4, Béla 1, Csaba 3, Dezsé és Elek 2-2 partit jatszott;

b) Aladar 3, Béla 1, Csaba, Dezs6 és Elek 2-2-2 partit jatszott.

3) Komplementer grafok

® |zomorfia erejéig hany olyan 10 pontu egyszer( gra

melyben van?

\ 4

e Rajzold fol
komplemen

pontot ™ tartalmazé egyszerld grafot (érdemes

Agrd

onyitsd be, hogyha egy egyszer( grafban minden pont foka legalabb kett6,
akkor van a gréfban kor.
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5 falut utak kdtnek 6ssze az abran lathaté modon.
o  Vs-bdl Vs-ba hanyféle mddon lehet eljutni, V
ha egy uton csak egyszer jarhatunk? Vv

o V2-bdl Vs-be hanyféle mdédon lehet eljutni,

ha egy Uton csak egyszer jarhatunk?
V
2

o Maximum hany utat lehet lezarni, hogy
még mindegyikbdl mindegyikbe el lehessen jutni?
o  Adjmeg egy olyan lezarast, hogy egy falu teljesen.magdra maradjon.

o  Adj meg két lezarast, hogy azzal egy falu teljesen magara maradjon.

o  Adjmeg két olyan lezarast, egy/falu se maradjon teljesen magara, de mégse
lehessen barmelyikbdl barmelyikbe eljutni!

Miért nem lehet Gsszeflggd az a 10, pontuggrdf, melynek fokszamsorozata
(11111I1I1I1I21213I3) ?

lll. Gyakorlas

Aladar vegyileteket rajzolt.
7. Hidrogént (1 vegyérték), 2 Oxigént (2 vegyérték) és 3 szénatomot (4 vegyérték)
hasznalt fel gy, hogy nem volt, csak egyszeres kotés. Mutasd meg, hogy hibazott!

Rajott, hogy még kell egy Hidrogén. Hany kovalens kotést kell rajzolni igy? A valasz
utan rajzold fel a molekulat!
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A DOK elndksége 7 f6bdl 4ll. A hetenkénti tandcskozas elétt néhanyan kezet fogtak,
néhanyan nem. A DOK tandrdsszekétdje hetente feljegyezte minden didknal, hany
masikkal fogott kezet. Mikor tévedett biztosan és miért?
o 3;4,6;7;6,2;2

o 6;2;1;6;3,4;4

o 6;54,4;3,3;2

o 2;2;2;2;2,2;

Szerkesztette: Vizhanyd Zsolt Sch.P. ©
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